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ANEXO 15
UNIFORMIDAD Y EQUILIBRIO DEL TERRITORIO

1. DEFINICION Y CONCEPTOS PREVIOS

Es frecuente oir hablar, en los ultimos tiempos, tanto a los politicos
como a los sociélogos, economistas, urbanistas, geografos, ingenieros, juristas,
etc., acerca de la conveniencia de que el "territorio se halle equilibrado”, o bien
de que deba alcanzarse un cierto grado de "equilibrio territorial", o de que no
debe trastocarse el ya existente, sin que, a continuacién, se intente explicar o
clarificar el significado real que tales palabras y expresiones encierran
(FRANQUET, 1990/91).

Desde un primer punto de vista, el equilibrio territorial se lograra
cuando las masas socioecondmicas de poblacion y de renta (que vienen
siendo objeto de estudio en anteriores capitulos de nuestro trabajo) se hallen
distribuidas por el territorio del modo mas uniforme y homogéneo
posible, sin discontinuidades, pero también sin grandes concentraciones
desequilibradoras. En términos matematicos, y también en los que hemos
venido utilizando en nuestro Analisis Territorial, ello equivaldria a procurar la
asimilacion del territorio que se planifica hacia un espacio de tipo continuo y no
discreto.

En otro orden de ideas, el equilibrio territorial puede asimilarse a un
estado del sistema fisico en el cual todos sus componentes o elementos
disfruten de un similar grado de accesibilidad a los servicios publicos y privados
(educacion, sanidad, cultura, transporte, comercio, ocio, ...).

El caso de CataluAa, que por cierto nos servira para analizar
parameétricamente el equilibrio de un territorio especifico, es bastante tipico por
lo que se refiere al desequilibrio territorial que aqui tratamos de estudiar. Desde
luego, en el fendmeno de la capital macrocefalica (en este caso, Barcelona), la
compresion de los desequilibrios en la distribucién espacial de las masas de
poblacion y de renta debe entenderse ligada a la concentracion tradicional de
las inversiones en infraestructuras y servicios diversos (abastecimientos de
agua, depuradoras, hipermercados, servicios culturales y recreativos, etc...) en
el area de la gran capital y en detrimento del resto del territorio de su
jurisdiccion, es decir, en este caso, de las 4 provincias, 41 comarcas, 944
municipios y 54 entidades locales menores (o entidades municipales
descentralizadas) que conforman, actualmente, el conjunto catalan.
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Es digno de remarcar, no obstante, que si las inversiones mencionadas
se han venido concentrando y limitando al &rea macrocefalica es,
esencialmente, la naturaleza del tipo de infraestructura escogido la que provoca
que siempre se localicen dichas actuaciones -por razones de rentabilidad
interna- en las proximidades de la capital congestionada del pais. No juzgamos
necesario entrar aqui en la discusion pormenorizada acerca de los mecanismos
financieros y/o especulativos que, con gran frecuencia, acompafian a la
promocioén y construccion de los grandes elementos de infraestructura, aunque
si creemos conveniente denunciar el funcionamiento absurdamente auténomo
con que estas operaciones acostumbran a plantearse; de este modo,
practicamente los unicos estimulos que explican la implantacion de las mismas
seran el consumo generado por la propia infraestructura y los beneficios
esperables de su misma construccion.

Aceptando esta légica constructiva con la que aqui discreparemos
(autopistas, grandes hipermercados, etc.) el punto de destino beneficiado por la
inversion acabara estando siempre en la capital del territorio o en sus aledafos.
Y si, por alguna razén fortuita, dicha inversion notable se localiza a mayor
distancia, lo sera con un grado de concentracion o peligrosidad tan fuerte
(centrales nucleares para la produccion de energia eléctrica, plantas de
tratamiento de residuos industriales, ...) que ello constituye una forma
subrepticia de colonizar una porcion mas del territorio para la capital.

Por todo ello, juzgamos necesario crear nuevos tipos 0 nuevas
condiciones de los elementos de las infraestructuras, que permitan romper la
l6gica rutina de la concentracidn en la capital o para la capital y que, ademas,
refuercen y hagan posible la accion de fomento armdénico del crecimiento en el
conjunto del territorio. Dicha politica no es técnicamente imposible, ni debe
suponer, siquiera, la aparicion de deseconomias de gestion. Y ello,
precisamente, porque la gestidn concentrada resulta compatible con una cierta
dispersion espacial, y porque es posible rechazar la naturaleza tan
"deterministicamente" definida de los prototipos de infraestructura que venimos
criticando.

Todo ello implicara conceder un papel fundamental a las comarcas y a
los municipios (en el orden politico, econdmico y cultural), potenciando la
ligazén y los intercambios entre los diferentes enclaves territoriales; de este
modo, se producira una interrelacion saludable de las actividades econémicas y
culturales, de tal suerte que los sub-territorios no se centren en una sola
especialidad. Debe tenderse, en fin, a que la estructura econémica de las
unidades territoriales de ambito local presente una diversificaciéon notoria entre
los diferentes sectores econdémicos, mediante la aplicacion de conceptos tales
como el de la "industrializacion difusa”, el aprovechamiento de los recursos
turisticos y otros.
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El desarrollo coherente de estos principios de actuacion,
concretandolos en actuaciones especificas, deberia configurar, ciertamente, el
nucleo de una politica territorial eficiente y moderna. Pero el hecho es que, en
numerosas ocasiones, las actuaciones que los gobiernos emprenden estan
impulsadas por la necesidad urgente de cubrir déficits de todo tipo. Y es que,
debe distinguirse entre la perentoriedad de las acciones puntuales (con
frecuencia ineludibles) y las actuaciones programadas para el conjunto del
territorio con miras al logro de su reequilibrio, o cual exige tomar decisiones
para influir positivamente en la orientacion de las grandes tendencias. Para
conseguir todo ello, juzgamos deseable, en nuestros administradores y
politicos, un buen bagaje de ideas claras junto al sentido de la perseverancia y
de la continuidad.

Ahora bien, cabe hacerse diversas preguntas, como por ejemplo:
¢cuales son y habran de ser las grandes tendencias de distribucion de la
poblacion y de las actividades socioecondémicas en el territorio? ;Qué papel
debera desempenar la capital mas o menos macrocefdlica y el resto del
territorio? ¢Es razonable que los ritmos de crecimiento cuantitativo de dicha
capital se mantengan en el futuro o, por el contrario, resulta mas légico que se
modere o incluso anule el ritmo de crecimiento de la region metropolitana en
beneficio del resto del territorio de su jurisdiccion? De conseguirse esto ultimo,
se podria llegar a una doble situacién: a) que en la region metropolitana se
pondria mas énfasis en las mejoras cualitativas, y b) que, en el resto del
territorio, un crecimiento mas acelerado permitiria obtener, también, un mayor
crecimiento cualitativo, puesto que tanto en tecnologia como en cultura,
sanidad, ensefianza, etc., las dimensiones demograficas y econdémicas
posibilitan la aparicion de iniciativas mayormente ambiciosas. Tratase, en
definitiva, de que la region metropolitana encauce su futuro en base,
fundamentalmente, a mejoras cualitativas, mientras que el resto del territorio
deberia realizarlo simultaneamente con mejoras cualitativas y cuantitativas, sin
perder de vista, no obstante, que las tendencias de la distribucion de las masas
socioeconomicas por el territorio no se pueden manipular o "pilotar" con
facilidad, en la mayor parte de los casos.

Si podemos intuir, sin embargo, que la oferta de puestos de trabajo por
parte de los centros urbanos e industriales no tendra, en el futuro, la misma
intensidad que en pasado. La diversificacion sectorial de las actividades y la
disminucién de las distancias fisicas o de los tiempos de desplazamiento hacen
que la creatividad econémica se halle cada vez mas generalizada a lo largo y
ancho del territorio, sin tener que concentrarse, necesariamente, en
poblaciones de rancia tradicion industrial, o bien poseedoras de otras ventajas
diferenciales. En cualquier caso, con independencia de tendencias
espontaneas, la accién de gobierno debera enfocar al desarrollo equilibrado y
armonico del conjunto territorial, basandose en su diversificacion sectorial, en el
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aumento general del nivel de conocimientos, en la abolicion de la frontera
existente entre el mundo urbano y el rural, en la facilidad de las
comunicaciones, en la industrializacion difusa y en el apoyo, generoso y
decidido, a las zonas relativamente deprimidas.

La transformacién, en los términos expuestos, de los modelos
macrocéfalos actuales en la articulacion del territorio, exigira, en fin, unas
bases de gestion urbana diferentes a las que se han venido empleando
mayoritariamente hasta la fecha, y que tomen como alternativa el fomento
decidido de la capacidad de todos y cada uno de los enclaves del territorio en
cuestidén, conjugando eficazmente la unidad con la diversidad (FRANQUET,
1990/91).

2. EQUILIBRIO TERRITORIAL: SIMIL ESTATICO-MECANICO
2.1. CONDICIONES DE EQUILIBRIO TERRITORIAL

El concepto de "fuerza econdmica" y "momento de una fuerza
economica"”, que ya han sido expuestos por el doctorando en algunas

publicaciones?, serviran de base a la exposicion que sigue. Consideremos,

%
ahora, un territorio sobre el que actuan varias fuerzas econdmicas Fi,

aplicadas en lugares geograficos diversos del mismo, asi como un cierto punto
0 relevante de aquel (pudiera ser su centro de masas, o una capitalidad
importante o un nudo de comunicaciones, etc.) y para componer dichas fuerzas

las trasladamos a 0 agregando sus correspondientes momentos i aplicados
en 0, con la direccion y sentido que les corresponden. Sumando vectorialmente
las fuerzas por un lado y los momentos por otro, obtendremos una sola fuerza
econdmica aplicada en 0, llamada resultante general, y un solo vector
momento 0 momento resultante; es decir, que al componer un sistema de
fuerzas econdmicas cualesquiera, aplicadas a un territorio, se obtendra una
resultante general y un par o momento resultante.

Pues bien, utilizando el simil estatico, podriamos afirmar que para que
un territorio -sobre el que actuan diversas fuerzas econdmicas- "esté
equilibrado", debera suceder que la "resultante general" y el "momento
resultante" de aquéllas sean simultaneamente nulos. Esto es, debera cumplirse
que:

1 vide al respecto, el capitulo 10 (“Una interpretacion mecanicista de los desplazamientos de las masas
econdmicas™) del libro del mismo doctorando titulado: Analisis Territorial. Divisién, Organizacion y
Gestion del Territorio, en CADUP (Estudios), Centro Asociado de la UNED. Tortosa, 1990/91. Citado en
la bibliografia.
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— —
N
— —

M=) Mi=0

, ecuaciones vectoriales que, para un territorio bidimensional, equivaldran a las
4 ecuaciones escalares siguientes:

{FX =F, =0
M, =M, =0
2.2. CLASES DE EQUILIBRIO TERRITORIAL

Comparativamente con la Estatica, podemos considerar dos clases de
equilibrio en un territorio (FRANQUET, 1990/91):

a) Estable, en la que al aplicar una determinada fuerza econdémica, la
posicién geografica del centro de masas no varia substancialmente. Entonces,
la energia del centro de masas no varia substancialmente. Entonces, la energia
economica potencial del territorio es minimaz2.

b) Inestable, seria un estado de equilibrio territorial en que, al contrario
que en el caso anterior, la aplicacion de un determinada fuerza econémica o
social implicara un desplazamiento especial significativo del centro territorial de
masas. La cuestion exigible, a continuacion, estribaria en determinar la cuantia
necesaria de dicho desplazamiento para poderlo calificar de "significativo" y, en
sSu consecuencia, considerar al territorio en estudio como en estado de
"equilibrio inestable o desequilibrio".

Desde luego, en este ultimo caso, la energia econémica potencial es
maxima, y debido a la tendencia "natural" de transformarse la energia potencial
econdmica en energia cinética econdmica, en el equilibrio inestable cualquier
pequefa accion o fuerza econdmica podria dar lugar a una desestabilizacién
notoria, pues no es necesaria energia econdomica exterior al sistema para que
pueda tener lugar.

Podriamos generalizar la explicacion mecanicista anterior de equilibrio
de un territorio diciendo que, bajo la accion de cualquier fuerza econémico-
social (son multitud las fuerzas las que actuan, en cada momento), dicho
territorio se hallara en equilibrio estable o inestable segun que al variar

2 Vide al respecto, el capitulo 10 (“Una interpretacion mecanicista de los desplazamientos de las masas
econdmicas™) del libro del mismo doctorando titulado: Analisis Territorial. Divisién, Organizacién y
Gestion del Territorio, en CADUP (Estudios), Centro Asociado de la UNED. Tortosa, 1990/91. Citado en
la bibliografia.
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ligeramente la posicion de su centro de masas, aumente o disminuya su
energia potencial econémica. Por el contrario, si dicha energia permaneciera
constante después de la expresada perturbacion, se podria hablar, por ultimo,
de un territorio en régimen de equilibrio "indiferente".

3. EQUILIBRIO TERRITORIAL: UNIFORMIDAD
3.1. INTRODUCCION

De la definicion de equilibrio territorial que hemos visto en el primer
apartado del presente anexo, se infiere su relacidén biunivoca, concomitancia o
biyectividad con los conceptos de uniformidad y homogeneidad en la
distribucion espacial de las masas socioecondmicas por el territorio
(FRANQUET, 1990/91).

En el siguiente epigrafe 3.5. ("Aplicacion a Cataluna"), hemos calculado
el coeficiente de variacion de Pearson (que, como es sabido, tratase de una
medida abstracta de dispersién relativa de los valores de la variable aleatoria
estadistica, profusamente utilizada) para cada una de las nuevas comarcas y
nuevas regiones en que proponemos la divisién del territorio catalan, y para
diferentes variables explicativas: poblacion y superficies municipales,
densidades de poblacion, altitud topografica, etc. Es obvio que, desde los
respectivos puntos de vista, el territorio en cuestion se hallara tanto mas
equilibrado cuanto menores sean los valores de su CV referido a la variable
aleatoria estadistica que toma valores para cada una de las partes en que se
considera espacialmente dividido dicho territorio. Destaca, del coeficiente
elegido como medida de la variabilidad, su adimensionalidad, es decir, su
independencia de las unidades de medida, permitiendo la comparacién entre
grupos diferentes de datos, lo que no resulta posible establecer mediante el
exclusivo empleo de la varianza o de la desviacion tipica de la correspondiente
distribucion de frecuencias.

Al respecto, y como medida de la uniformidad en la distribucién de las
masas socioecondmicas por un territorio cualquiera, pueden utilizarse los
diversos coeficientes que propondremos a continuacion (expresados en %), de
sentido contrario a la variabilidad antedicha.

El primero de ellos podria ser el siguiente:
CU1 = 100(1 - CV), de gran sencillez y aplicabilidad, siendo: CV = o/ X

, en que X es la media aritmética de los valores de la variable analizada
(poblacién, renta, etc.) y o es su desviacion tipica o "standard" (desviacién
cuadratica media).
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3.2. ESTUDIO PORMENORIZADO DE LA DISTRIBUCION NORMAL
3.2.1. La distribucion tedérica de probabilidad

El significado fisico del CV se deduce claramente si aceptamos que
todos los valores de la variable elegida en el territorio en estudio, se distribuyen
de acuerdo con la curva campaniforme de una distribucion normal y, por lo
tanto, se tendra lo siguiente:

a) Practicamente, todos los valores observados se hallaran

comprendidos en el entorno: (1 + 3-CV)X.

b) Aproximadamente, el 95% de las observaciones se encuentran

comprendidas en el entorno: (1 + 2-CV)X.

c) Si de toman las n/4 observaciones de valores mas bajos del total de
los n valores medidos de la variable en cuestidén (cuyo valor superior sera el
primer cuartil Qq de la distribucion de frecuencias), su media aritmética sera
igual a: q,.=(1-1'27-CV)X.

d) El 68'27% de las observaciones realizadas estaran en el intervalo: (1
+CV)X.

Por todo ello, y segun los valores que adopte dicho coeficiente CV (o el
CU1), podriamos establecer una clasificacion de los territorios segun su grado
o indice de uniformidad en relacion a la correspondiente caracteristica o
variable territorial digna de evaluacion.

Otros coeficiente de uniformidad territorial podrian definirse a partir de
las siguientes expresiones:

CU2 = (Q1/ X) x 100 (de menor aplicabilidad) y CU3 = (q,s / X) x 100,

siendo q,5, como ya se ha visto, el valor medio del cuarto inferior de los valores
de la variable analizada.

Desde luego, la ecuacion matematica de la funcién de la distribucién
normal viene dada, como es sabido, por la expresién:

-1/2 (x-alo

y=1/c+2mn -e

, en la que se ha tomado, como es usual, X = a, y que coincide con la
expresion matematica de la célebre "ley de los errores"”, debida a Gauss,
siendo y = f(x) la denominada "funcién de densidad normal". Asi mismo, se
tendra:
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X

F(Xj)z P(x < Xj): P(—oo < X SXj)z J‘f(x)dx

-0

, (funcién de distribucién normal), que es la probabilidad de que la variable
aleatoria territorial toma un valor < X;.

Las areas bajo la curva normal representan probabilidades; en estas
condiciones, la probabilidad de que x e ]x1, x2] sera:

P(xl <X < x2): F(xz)— F(x1)= P(x < x2)— P(x < xl):

= Ji?fx)-dx - J‘_)lftx)-dx = J‘)iffx)-dx.

o0 o0 Xl

Cuando x viene expresada en unidades de desviacion: Z = (x-a)/c, se
tiene la distribucién normal tipificada, asi:

y =1 /2. ¥

, y decimos que la variable Z se distribuye normalmente con media cero (a=0) y
varianza uno (02 =1).

Vamos a proceder, seguidamente, al estudio mas pormenorizado de
ambas curvas.

1) Como acabamos de ver, la ecuacién de la curva normal
tipificada es:

y=1/2n- e ;a=0 ; o%=1,
que es la funcién de densidad normal reducida.
e Extremos relativos y puntos de inflexion:

Se tiene:

2
y‘=1/\/g-e'z /2-(—2):0 ; z=0(origen) ;
2
y'=1/y2n -e2 ’2(22—1j  ¥z=0-y"'=1/h/271 <0

luego existe un méaxima relativo o local en el punto (0, 1 /+2n), de
interseccion con el eje de ordenadas OY, y no habra interseccion con el eje de
abscisas OZ a distancia finita, esto es:

Vy=0: z=+w0 Yy Z=-w
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De y" = 0, o sea: z-1 = 0, saldran los puntos de inflexién, que son: z
= +1; o0 sea, los puntos de coordenadas: (1,1 /v2n-e)y (-1, 1 /NJ2n-e).

e Crecimientos y decrecimientos:

Veamos que:
Vz<0—-y >0—> CRECIENTE
Vz>0—-Yy <0—> DECRECIENTE

e Asintotas:

2
lim. 1/2r -eZ 12 —1/2n e =1/21 - 1/e® =1/ =0
Z—>+0

2
lim. 1/2r e 212 21/32r o™ =1/y2r 1/e® =1/00=0
Z—>—©
Luego tiene por asintota horizontal el eje OZ.

eSimetrias:

- Respecto al eje OY, pues al cambiar (z) por (-z), no sufre variacion
(se trata de una funcién par).

eConcavidades y convexidades:

“_ 2°12 (2
De: Y'=1i2n e '(Z —1) , se deduce que:

Vz € o, -1 > y" >0 — CONCAVA
vz e]1,-1 > y"<0— CONVEXA
vz e 1, +o[ - y">0—> CONCAVA

Su representacion grafica, en definitiva, sera la siguiente:
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0

.
e L —

cénecava conve x 1[ concava

Y

Fig. A-15.1. Curva normal tipificada.

Veamos que en esta distribucion tedrica de probabilidad, como en
todas las simétricas, se cumple, como puede observarse facilmente, la igualdad
entre la media aritmética, la mediana y la moda, valores que, en este caso,
coinciden con cero.

2) La ecuacion de la curva normal sin tipificar es:

y =1/ 27 -e 2" (funcion de densidad normal)

eAsintotas:

lim. y=1oy2r e 0f126° _yj0 or e _g -

X—>+00
lim. y=1isy2n -e"x-0f'126% _y10 o e _g
X—>-00

luego tiene por asintota horizontal el eje OX.
eCortes con los ejes:

Cortara al eje OY en el punto de coordenadas (0, 1 /+2mx - e'“z’z"z) y no
cortara al eje OX a distancia finita.

eExtremos relativos y puntos de inflexion:
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y'=1/o\2m e J(a-x)/a?|=y-(a-X)/c? =0 ; >x=a
y'=y-(a-x)/o? -y Us? =y-[(a-x)/c*[ —y-1Uo? =
=y-(oc—x)2/cs4—ycszlcs“:y-[(oc-x)z—csz]/cs4 ,

4

VX=a—->Yy'= y-(-cz)/c =-ylc® <0

luego existe un maximo relativo o local en el punto (o, 1 / c+/2n).

Por otra parte, de y"=0, o sea: (a - x)2 = (52, saldran los puntos de
inflexion, que son: + (a - X)< = + 02; 0 sea: X =a + o, 0 bien: x = a - ¢, esto es,
los puntos de las coordenadas cartesianas rectangulares:

(oc +0,1/cv 2ne) y (oc -6,1/c4/ 2nej

, siendo convexa la curva entre dichos puntos, y céncava en el resto del
intervalo de existencia, como puede comprobarse del estudio de la segunda
derivada y". Asi pues, es concava hacia la region positiva de QY, para: - < x <
o-c, y para a+oc < x < +wo , y concava hacia la region negativa del eje de
ordenadas (convexa hacia las y+) en el intervalo o dominio de definicion: a-oc <
X<oato.

eSimetrias:

La curva es simétrica con respecto a la ordenada correspondiente al
punto a, por ser una funcioén par con respecto a la diferencia: (x-a).

oCrecimientos y decrecimientos:

Vx<o—y>0—> CRECIENTE

Veamos que {VX> o - y'< 0 > DECRECIENTE

Su representacion grafica sera:
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3

R e e e et e e e e

I
1
| x*
-0
concava convexda L conceva
1

Fig. A-15.2. Curva normal sin tipificar.
3.2.2. Las areas bajo la curva normal

El estudio detenido que acabamos de realizar, desde el punto de vista
del analisis matematico, de las distribuciones normales tipificadas y sin tipificar,
nos permitira aprovechar los conocimientos que la ciencia estadistica
proporciona acerca de dicha distribucion tedrica de frecuencias para obtener
ciertas conclusiones de tipo cuantitativo, de gran aplicacion en el Analisis
Territorial.

Y asi, se tendra lo siguiente:

% de casos INTERVALOS
50'00 [(1-0'68CV) X, (1+0'68 CV)Y]

64'24 [(1-0'92CV) X, (1 + 0'92 CV)X]
68'27 [(1-CV) X, (1+CV)X]
95'00 [(1-1'96CV) X, (1 + 1'96 CV)X]
95'45 [(1-2CV) X, (1+2CV)X]
99'00 [(1-258 CV) X, (1 + 258 CV)X]
99'73 [(1-3CV) X, (1+3CV)X]

, que podria representarse, graficamente, del siguiente modo:
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X+28 X~

'T.
)
-

Fig. A-15.3. Areas bajo la curva Fig. A-15.4. Areas bajo la curva Fig. A-15.5. Areas bajo la
curva normal (). normal (I1). normal (Il1).

1 0 1 2 3

+—68,27% —e
e 95,45% -
- 99,73% —

Fig. A-15.6. Areas bajo la curva normal (IV).

En la siguiente tabla se presentan las areas: _[Oxf (x) dx (multiplicadas

por 1.000) bajo la curva normal. A saber:

x 1.000 4 X 1.000 4 x 1.000 A x 1.000 4
0,0 000 1,0 341 20 477 30 498,6
0,1 040 1,1 364 2,1 482 3t 499,0
0,2 079 1,2 385 2,2 486 32 499,3
0.3 118 1,3 403 2,3 489 33 499,5
0,4 156 1.4 419 24 492 34 499,7
0.5 191 L5 433 2,5 4938 35 499,77
0,6 226 1,6 445 2,6 4953 36 499,84
0,7 258 1.7 455 2,7 496,5 37 499,89
0,8 288 1.8 464 2,8 4974 38 499,93
09 316 1,9 471 29 498,1 39 499,95

Tabla A-15.1. Areas bajo la curva normal.
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De aqui, pueden resolverse las siguientes cuestiones (RODRIGUEZ-
ARENALES, 1988):

a) Area total bajo la curva normal y probabilidad de que la variable
territorial tome un valor cualquiera de su recorrido o campo de variacion
(de -0 a +o).

La simple observacion de la tabla A-15.1 nos dice que el area bajo la
curva normal, desde 0 a 3'9, toma el valor:

499'95/ 1.000 = 0'49995 ~ 0'5

Por la simetria de la curva de Gauss, ésta es la mitad del area total,
que vale la unidad (probabilidad total).

b) Area bajo la curva determinada por las ordenadas en los
extremos de los intervalos (1, 2) y (-1, -2). ¢Cudl es el valor de la
probabilidad de que la variable territorial x tome un valor comprendido
entrely2? ;Y entre-2y-17?

Segun puede verse en la tabla anterior, las areas bajo la curva
comprendidas entre el eje de ordenadas (x=0) y las ordenadas x=2 y x=1, son,
respectivamente:

477 /1.000 = 0'477 y 341/1.000 =0'341 ;

entonces, el area pedida sera la diferencia:
2 1 2
_[0 f(x) dx - ,fo f(x) dx =0'477 - 0'341=0'136 =L f(x) dx =13'6%

que es también la probabilidad de que la variable territorial x tome un valor
comprendido entre 1y 2.

El area comprendida entre las ordenadas x =-2 y x=-1 es la misma
anterior y la probabilidad de que x tome un valor del intervalo (-2, -1) es
también igual, en virtud de la simetria de la figura, a:

[ f(x)dx = 0136 y P(-2 <x<-1)= 0136

c) Intervalo (-a, a) cuyas ordenadas extremas delimiten el 50 por
100 del area total normal y su expresion probabilistica.

Hemos de encontrar un valor x = a, tal que delimite hasta el eje de
ordenadas el 25 por 100 del area total (por simetria, el intervalo (-a, 0)
delimitara el otro 25 por 100).

986



ANEXO 15

Segun la tabla, este valor comprendido entre x = 0'6 y x =07, y las
areas respectivas, a saber, 0'226 y 0'258, incluyen la de valor 0'250 pedido.

De la proporcion:

0'258-0'226 0'250-0'226
07-06  a-06

obtendremos a = 0'68, con lo que:
J-_:.ZZ f(X) dx=0'50 y P(_O'68 <x< 0!68) =0'50

d) Valor de a tal que las colas (areas a la izquierda de -ay a la
derecha de +a) que existen bajo la curva normal sumen el 5 por 100 del
areatotal.

Por razén de simetria, el area de cada cola debe medir el 2'5 por 100
del area total; entonces el valor de a ha de satisfacer la condicion:

I:f(x) dx = 0'500 - 0'025 = 0'475

Segun la tabla, este valor de a esta comprendido entre 19 y 2'0 y se
puede estimar segun la proporcion:

477 - 471 _ 475-471 . a=10667~ 2.
2-1'9 a-1'9

En la practica, se suelen tomar los valores de -2 y 2 para definir la cola
del 5 por 100, o lo que es igual:

P(-2<x<2)=0095.

3.3. EFECTO DEL COEFICIENTE DE VARIACION EN LA UNIFORMIDAD DEL
TERRITORIO

En relacion a la uniformidad territorial a la que nos venimos refiriendo
en el presente capitulo, veamos que la propiedad mas interesante de la
distribucion normal de los valores de la variable territorial analizada (poblacién
o su densidad, renta, etc.) es que si se toma el 25% de los valores mas bajos,
su valor medio, es decir, lo que hemos denominado q,;, valdra (segun hemos
visto en el punto c) del epigrafe 3.2.1. anterior):

Qs = (1-127-CV)- X

con lo que el coeficiente de uniformidad CU; anteriormente definido, tomara el
valor:
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CU3 = 100 (1 - 1'27-CV) < CU1

Si suponemos, v.gr., un territorio en el que analizando la distribucién
espacial de sus rentas municipales obtendremos un CV = 0'32, veamos que:

CU1 =100 (1 -0'32) = 68'00%
CU3 =100 (1 -1'27 x 0'32) = 59'36% ,

aunque dependeria de las circunstancias el escoger uno u otro indice para la
medida de la uniformidad territorial que se pretende. De hecho, el CU3 siempre
ofrecera, expresado en %, por su propia configuracion analitica, valores
absolutos mas bajos que el correspondiente CU4, tanto si se trata de valores
positivos como negativos (véase, al respecto, el grafico de la figura A-15.8).

Por otra parte, consideremos, ahora, una regién cualquiera
estructurada en comarcas que, a su vez, se dividen en municipios para los que
conocemos los valores de las diferentes variables territoriales analizadas
(poblacién, renta, etc.). Llamando "e" al numero de municipios que integran una
comarca determinada, resultara que cuanto mayor sea "e" menor sera la
probabilidad de que todos los municipios de esa comarca pertenezcan al 25%
mas bajo de la region en estudio. En este caso, la expresion del coeficiente de
uniformidad propuesto se transformaria en:

Cu, = (1-127-CV /e

Habida cuenta de su interés para la realizacién de este tipo de calculos,
a continuacion se presenta una tabla que ofrece las areas existentes bajo la
curva normal tipificada, limitadas por la ordenada z = 0 y cualquier valor
positivo de z. A partir de esta misma tabla, se pueden encontrar las areas
comprendidas entre dos ordenadas cualesquiera, utilizando la simetria de la
curva de Gauss en relacion al eje de ordenadas z = 0. Por ultimo, se incluye
también una tabla con los valores de las ordenadas (y) de la curva normal
tipificada para los diferentes valores de z.

Veamoslas a continuacion:

988



ANEXO 15

z 0 i 2 3 4 b 6 7 8 §

0.0 { .0000 0040 0080 10120 0160 0199 0239 0279 0319 0859
0.1} .0398 .0438 0478 0517 0567 0696 0636 0675 0714 0754
021 .0793 0832 0871 .0910 0948 0987 1026 .1064 1103 1141
03] .1179 1217 .1255 1293 1331 .1368 .1406 1443 .1480 1517
0.4 | .1564 1591 1628 1664 1700 1736 1772 .1808 1844 1879
05 | .1915 .1950 1985 .2019 .2054 .2088 .2123 2157 .2190 2224
0.6 | .2258 .2291 2324 2357 .2389 2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 .2580 2612 .2642 2673 2704 2734 2764 2794 .2823 .2852
0.8 | .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 .3051 .3078 .3106 3133
0.9 | .3169 .3186 3212 .3238 .3264 .3289 3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 3531 3654 36717 .3699 .3621
111 .3643 .3665 .3686 3708 3729 3749 3770 3790 .3810 .3830
12| .3849 .3869 .3888 .3907 .3926 .3944 .3962 .3980 3997 4016
1.3 ] .4032 4049 .4066 .4082 .4099 4115 4131 4147 4162 4177
14| 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
151 .4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 .4429 4441
1.6 | .4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
171 .4554 4664 45673 4682 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1.8 | 4641 4649 .4656 4664 4671 4678 4686 .4693 .4699 4706
191 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 41767
20 | 4772 AT78 4783 4788 | 4793 4798 4803 4808 4812 4817
21| 4821 4826 .4830 4834 4838 .4842 4846 .4850 .4854 4857
221 .4861 .4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 .4887 .4890
2.3 1 .4893 .4896 .4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
2.4 | 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 .4936
25 | .4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 .4949 .4951 .4952
2.6 | .4953 .4955 .4956 4957 4959 .4960 4961 .4962 4963 4964
2.7 | .4965 .4966 .4967 4968 .4969 4970 4971 4972 4973 4974
28 | 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
29| .4981 .4982 4982 4983 4984 .4984 4985 4985 .4986 .4986
3.0 | .4987 4987 4987 4988 .4988 4989 4989 4989 4990 .4990
31| .4990 .4991 .4991 .4991 4992 4992 4992 4992 4993 .4993
32| .4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 .4995
33| 4995 4995 4995 4996 4996 4996 4996 4996 .4996 4997
3.4 | .4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998
35 | .4998 4998 4998 4998 .4998 4998 4998 4998 4998 4998
3.6 | .4998 4998 4999 4999 4999 4999 .4999 4999 .4999 .4999
3.7 | .4999 4999 4999 .4999 4999 4999 4999 14999 4999 4999
38 | 4999 .4999 4999 4999 4999 4999 .4999 4999 4999 4999
89 | .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 5000 .5000 .5000

Tabla A-15.2. Areas bajo la curva normal tipificada de 0 a z.
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0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

09778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222

09357
0.9474
09573
09656
09726

0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9987
09991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
09236

0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0.9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,9382
0,9495
0,9591
09671
0,9738

0.9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927

0,9945
0,9959
0.9969
0,9977
0,9984

0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,8531
0,8749
0,8944
09115
09265

0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9946
0,9960
06,9970
0,9978
0,9984

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5239 0,5279
0,5636 0.5675
0,6026 0,6064
0,6406 0,6443
0,6772 0,6808
0,7123 0,7157
0,7454 0,7486
0,7764 0,7794
0,8051 0,8078
0,8315 0,8340

0,8554 0,8577
0,8770 0,8790
0,8962 0,8980
0,9131 09147
0,9279 09292

0,9406 0,9418
0,9515 0,9525
0,9608 0,9616
0,9686 0,9693
0,9750 0,9756

0,9803 0,9808
0,9846 0,9850
0,9881 0,98384
0,9909 0,9911
0,9931 0,9932

0,9948 0,9949
0,9961 0,9962
0,9971 0,9972
0,9979 0,9979
0,9985 0,9985

0,9989 0,9989
0,9992 0,9992
0,9994 0,9995
0,9996 0,9996
0,9997 0,9997
0,9998 0,9998

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,8599
0,8810
0.8997
09162
0,9306

0,9429
0,9535
09625
0,9699
0,9761

0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
00,9934

0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
(,8389

0,8621
0,8830
0,9015
09177
0,9319

0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
09767

0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998

Tabla A-15.3. Areas bajo la curva normal tipificada de -« a z.
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0 z
z 0 1. 2 3 4 5 6 1 8 9
B

0.0 | 3989  .3989  .3989  .3988  .3986 3984 3982 .3980  .3977  .3973
01| .3970  .3965  .3961  .3956  .3951 3945 3939 3932  .3925 °  .3918
0.2 | 3916  .3902  .3894  .3885  .3876 3867 3857  .3847  .3836  .3825
0.3 | .3814  .3802  .3790  .3778  .3765 | .3762  .3739  .3725  .3712  .3697
0.4 | .3683  .3668  .3653  .3637  .3621 3605 3589 3572 .3555  .3538
05| 3521  .3503 ° 3485  .3467  .3448 | .3429 3410 3391  .3372  .3352
0.6 | .3332 3312  .3292 3271  .3251 3230 3209 © 3187  .3166  .3144
0.7 | .3123 3101 3079  .3056  .3034 8011 2989 2966  .2943  .2920
08 | .2897 2874 2850  .2827  .2803 - 2780 2756 2732 2709  .2685
0.9 | .2661  .2637  .2613  .2589 2565 2541 2516 2492 2468  .2444
1.0 | 2420 2396  .2371  .2347  .2323 2299 2275 2251 2227  .2203
L1} 2179 2155 2181  .2107  .2083 2059 2036  .2012  .1989  .1965
12| .1942 1919 1895  .1872  .1849 1826  .1804 1781  .1768  .1736
1.3 | 1714 1691 1669  .1647 1626 1604 1582 1561 1539  .1518
14| 1497 1476  .1456 1435 1415 1894 1374 1354 .1334  .1315
15| 1295  .1276 1257  .1238  .1219 1200 1182 L1163 1145 1127
161 1109  .1092 1074 1057  .1040 1023 1006 .0989  .0973  .0957
L7 | .0940 0925  .0909  .0893  .0878 0863 0848  .0833  .0818  .0804
18| 0790 0775 0761  .0748 0734 0721 0707 0694 0681  .0669
19 | 0656 ' .0644  .0632  .0620  .0608 0596 .0584  .0573  .0562  .0551
20| .0540  .0529  .0519  .0508  .0498 0488 0478  .0468 0459  .0449
2.1 | 0440 0431 0422 0413  .0404 0396  .0387  .0379  .0371  .0363
221 .0355  .0347  .0339  .0332 032 0317 0310  .0303°  .0297  .0290
231 .0283 0277 0270  .0264  .0258 0252 0246 .0241  .0235  .0229
24| 0224 0219 - .0213 0208  .0203 0198 0194 = .0189 0184  .0180
25| .0175- 0171  .0167  .0163  .0158 0154 0151 0147 0143  .0139
26 | 0136  .0132 0120 0126  .0122 0119 0116 0113 - 0110  .0107
27| 0104 0101  .0099.  .0096  .0093 0091 0088  .0086  .0084  .0081
28 | 0079  .0077 0075 0073  .0071 0069 0067 . .0065  .0063  .0061
29 | .0060 .0058  .0056  .0055  .0053 0051 0050  .0048  .0047  .0046
3.0 | .0044  .0043  .0042 0040  .0039 0038 0037  .0036  .0035  .0034
31| .0083 0032  .0031  .0030  .0029 0028 0027  .0026  .0025  .0025
32 | .0024  .0023 .0022  .0022  .0021 0020  .0020 0019  .0018  .0018
331 .0017  .0017  .0016  .0016  .0015 0015 .0014 - .0014  .0013  .0013
34 | 0012 0012  .0012  .0011  .0011 0010 .0010  .0010  .0009  .0009
35 | .0009  .0008  .0008  .0008  .0008 0007 .0007  .0007  .0007  .0006
3.6 | .0006  .0006  .0006  .0005  .0005 0005 0005 .0005  .0005  .0004
3.7 | 0004  .0004 0004  .0004  .0004 0004 0003  .0003  .0003  .0003
38 ] .0003  .0003  .0003  .0003  .0003 0002 0002 0002  .0002  .0002
39 ] .0002  .0002  .0002  .0002  .0002 0002 0002 0002  .0001  .0001

Tabla A-15.4. Ordenadas (y) de la curva normal tipificada en z.

Por otra parte, segun acabamos de ver en el epigrafe anterior, se

cumplira que: Q,=(1-0'68 CV)-X , que sera el intervalo correspondiente al
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50% de los casos o "rango intercuartilico" (Q3 - Q1) de la distribucién de
probabilidad, con lo que también:

CU2=100(1-0'68 CV) ,

que, légicamente, sera el mayor de los cuatro coeficientes de uniformidad
territorial aqui definidos (ver figura A-15.7).

Asi pues, y en base al valor de dichos coeficientes, resulta un Ccu
(medio) de : Z = -0'9375 (media aritmética), o bien Z = -0'9117 (media
geomeétrica), por lo que podriamos considerar, como medida "standard" de la
uniformidad de un territorio cualquiera, un CU= 100 (1 - 0'92 CV), cuyo
intervalo, bajo la hipétesis de normalidad en la distribuciéon espacial de los
valores de la variable territorial, abarcaria un 64'24% de los caos, segun puede
comprobarse mediante las tablas mas completas de areas y ordenadas bajo la
funcion normal, que adjuntamos en las paginas precedentes.

En el ejemplo anteriormente propuesto, se tendra:

CU, =100 (1- 0'68x 0'32) = 78'24%
CU =100(1-0'92x 0'32) = 70'56%

, pudiendo, en la practica, escoger cualquiera de ellos como medida de la
uniformidad territorial que deseamos realizar.

3.4. OTROS COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD TERRITORIAL
3.4.1. Basados en la desviacion media absoluta

La "desviacion media" es la media aritmética de las desviaciones
absolutas de los n valores de la variable socioeconémica analizada respecto a
un promedio cualquiera (FRANQUET, 1990/91). Si tomamos como dicho
promedio la media aritmética X =0, su expresiéon sera, en el caso de una
distribucion de frecuencias unitarias:

=Xl =X+ o #fx,—X] 20X
n oo

DM =

(este valor resultaria minimo si en vez de considerar la X hubiéramos tomado
la mediana Mg = Q2 o valor central de la correspondiente distribucion de
frecuencias).

Por otra parte, en el caso de operar con frecuencias agrupadas o
conjuntas, lo que sucedera cuando se opte por agrupar los valores de la
variable territorial analizada por intervalos de clase, se tendra que:
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Pues bien, en base a ella, podriamos definir el siguiente nuevo
coeficiente de uniformidad:

CU4=100(1-DM/X)

que, en realidad, resulta similar al CUy, habiendo substituido la desviacion
tipica o "standard" por la desviacion media absoluta, como medida absoluta de
dispersion espacial por el territorio de los valores de la variable aleatoria
estadistica. Normalmente, para un mismo territorio, se cumplira que:

CU3 < CU{ < CU < CUg < CU2 < CU5

estando los valores de todos estos coeficientes de uniformidad limitados o
acotados superiormente en el 100%, segun podra comprobarse de modo
grafico en la figura A-15.7.

3.4.2. Basados en indices diversos

Veamos, en fin, que también resulta posible la conceptuacion y
posterior medicion o cuantificacion de la uniformidad territorial, mediante el
empleo del indice de GINI (variable entre 0 y 1) y la correspondiente curva de
LORENZ (linea poligonal a un lado de la bisectriz del primer cuadrante). Para
ello, habra que calcular los porcentajes acumulados de los valores de las
variable territoriales en estudio que, normalmente, seran:

a) Superficie (pj) / Poblacion (qj)
b) Superficie (pi) / Renta (qj)
c) Superficie (pj) / Depédsitos bancarios (qj)

Obviamente, la distribucién espacial de las masas socioecondémicas (qj)
por el territorio sera tanto mas equitativa cuanto mas bajo sea el valor de dicho
indice, de expresion general (segun la férmula dada por Pulido):
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n_

1
(pi - ai)
Gg=_1=1

n_

1
Pi
i=1
Asi, por ejemplo, a un 50% de la superficie del territorio debera
corresponder, aproximadamente, un porcentaje similar de la variable territorial,
y a la inversa, para que se puede afirmar con propiedad que el territorio hallase
"equilibrado".

Tedricamente, la distribucion perfecta de la variable territorial analizada
tendra lugar cuando todos sus valores sean iguales, lo que constituye un
desideratum ideal pero, en cualquier caso, presenta una medida de la
uniformidad en su distribucién territorial. En este caso, al representar los
porcentajes acumulados de la variable frente a los porcentajes acumulados del
territorio, se obtendra la recta de ecuacion: gj = pj, coincidente con la bisectriz
del primer cuadrante, y el indice de GINI valdra 0. Obviamente, este indice se
encuentra mas proximo a 1 cuanto peor esta distribuida, por el territorio, la
variable que estamos evaluando (FRANQUET, 1990/91).

En los libros de A. PULIDO SAN ROMANS3 y de A. ALCAIDE
INCHAUSTI4, podemos encontrar presentaciones diferentes de la medida que
hemos empleado para parametrizar la concentracion de la variable. Para
interpretar correctamente su significado, resulta suficiente con observar que G
varia entre los valores extremos 0 y 1, tomando el valor minimo o nulo cuando
cada pj es igual a su correspondiente gj, lo que provoca la anulacion del
numerador de su expresion definitoria.

Este concepto puede precisarse mejor representando, en un diagrama,
la funcion: pj = f (qj), o bien la inversa: qj = ¢ (pi), que nos permitiran la
obtencion de una linea poligonal construida sobre (o por debajo) la diagonal de
un cuadrado que tiene un extremo en el centro u origen de coordenadas
cartesianas rectangulares (0,0) y el otro extremo en el punto de coordenadas
(100,100). Esta figura constituye la mencionada curva de LORENZ,
frecuentemente usada en el Analisis estructural econdmico, y la distribucion por
el territorio de la variable en estudio gj sera tanto mas equitativa cuanto la
superficie del area comprendida entre dicha linea poligonal (que tendera a
convertirse en una curva al aumentar el numero de puntos en estudio) y la
diagonal de equidistribucion sea menor, y reciprocamente.

SEstadistica y Técnicas de Investigacion Social. Ed. ANAYA. Madrid, 1971, pag. 111.
4Estadistica Econdmica. Ed. SAETA. Madrid, 1973, pag. 294.
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En el mismo orden de ideas, también es recomendable la utilizacion, a
estos mismos efectos, del denominado "indice de Williamson", que nos dara
idea acerca del nivel de agrupacion de los valores de la variable territorial (q;)
respecto al valor central o promedio de la correspondiente distribucion de
frecuencias.

Las formulas pertinentes, en relacion a la superficie territorial, seran,
respectivamente, las siguientes (FRANQUET, 1995):

\/Z[P 1s)-(PIS)]s,1s
WPS_

a) o7
\/z[(v 1s)-(Y/s)]s,/s
b) W, = s
\/Z[D /s,)-(D/s)]s, /s
) W = o
Vie(1,2,..,n),siendo n el numero de subunidades territoriales a las que se

refieren los valores de la variable territorial en estudio (municipios, comarcas,
...), y también:

Yi = renta de cada subunidad territorial i.
Di = depdsitos bancarios de cada
subunidad territorial i.

Sj = superficie de cada subunidad
territorial i.

Pi = poblacion de cada subunidad
territorial i.

Y = renta total del territorio.

D = depodsitos bancarios totales del
territorio.

S = superficie total del territorio.

P = poblacion total del territorio.

En otros trabajos de este doctorando, puede verse la aplicacion de los
indices de Williamson aqui definidos, por ejemplo, a la estimacion del grado de
concentracion/dispersiéon de la propiedad de la tierra en el territorio que
pudiéramos denominar “regidn catalana del Ebro”, constituida por las cuatro
comarcas de la vegueria de les Terres de I'Ebre (Baix Ebre, Montsia, Ribera
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d’Ebre i Terra Alta), por lo que nos remitiremos simplemente a ellos para el
logro de mayores especificaciones y detallesb.

A mayor abundamiento, desarrollaremos el calculo de un nuevo indice
denominado “indice de concentracién de Lorenz” desde el mismo diagrama o
curva que hemos propuesto anteriormente. Tal como se ha venido
considerando, se obtendran siempre curvas céncavas hacia las y positivas, y
que se hallan situadas por debajo de la diagonal del cuadrado que pasa por el
origen de coordenadas y por el punto (100,100). El calculo de ambos indices
(Gini y Lorenz) se ha venido realizando profusamente en el anterior Anexo n°:
12 de nuestro trabajo (“Analisis estadistico y clasificacion comarcal”), como
puede comprobarse.

Asi pues, tendremos (FRANQUET, 1995):

L= (@-a)+(a-g,)+.+[nDa-a,]

at+t2a+..+(n-1)a

donde a es la media aritmética de los porcentajes de la variable
correspondientes a cada intervalo de clase, o sea:

X =2 x100 ; a== =%

De esta manera, se cumplira también que:
q1 = X1
q2 = X1 + X2
Q3= X1 + X2+ X3

dn = X1 + X2 +...+ Xn

5> Vide FRANQUET BERNIS, José M2 Estructura de la Propietat Agraria. Aplicacié a la Regid
Catalana de I’'Ebre. Tesis doctoral. Departamento de Econometria, Estadistica y Economia espafiola.
Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales. Universidad de Barcelona. Barcelona, 1995. Citada en
la bibliografia.
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osea: (; = Zi:Xi
j=1

que es justamente el criterio que hemos seguido para la elaboracién de la tabla
correspondiente. Debe tenerse bien presente que, en este caso, la
ordenacion de los valores de las Xj es preciso realizarla de menor a
mayor (FRANQUET, 1990/91).

Desarrollando la expresion anterior (1), obtendremos:
_at2a+..+(n-l)a-(q, +q, +...+0q,,) _
at2a+..+(n-1a

n-1
G+, ot oy _ g ;qi _
a+2a+..+(n-1a nn-1)

L

yaque:1+2+ ..+ (n1)=n(n-1)2 ,

dado que se trata de la adicidon de los (n-1) primeros términos consecutivos de
una progresién aritmética de razén igual a la unidad (demostrable por induccién
completa), y ademas: n-a = q_, por la propia definicion que hemos considerado
de la media aritmética a.

Veamos, entonces, los valores que adopta este nuevo indice en los
casos extremos posibles. Efectivamente, si la concentracion de la variable
territorial es maxima, tendremos que:

X=X, =X,,=0, ytambién:q,=> X;

i=1

n-1
dado que: ),0; =0 .

i=1
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Sin embargo, si la concentracion de la variable territorial es minima,
0 sea, la distribucién de la misma variable territorial es tedricamente perfecta
desde el punto de vista estadistico, se tendra lo siguiente:

D.a P
L=1- 2 = g 2  ne-Dea ,
n-1 q, n-1 2enea

De hecho, estos valores extremos del indice analizado se corresponden
con similares valores del indice de Gini anteriormente estudiado. Podemos ver
que, cuando: L = 0 (X1=X2=...=Xp=a), sucede justamente que: qn= n-a, razon
por la cual la curva pertinente es el segmento recto coincidente con la diagonal
del cuadrado al que nos hemos referido con anterioridad. En el caso de la
concentracion maxima, resulta: L = 1 (X1=X2=...=Xpn-1=0), y la curva poligonal
de Lorenz, que constituye un triangulo rectangulo, viene dada por los dos lados
normales o perpendiculares del cuadrado construido al objeto de trazar el
diagrama en cuestion. Obviamente, cuanto mas se aproxime la curva a la
diagonal relacionada, mas perfecta sera -al menos desde el punto de vista
estadistico- la distribucion de la variable territorial en estudio. Incluso podemos
dar una interpretacion geométrica del indice de Lorenz de esta manera: el
numerador de la formula (1) se puede considerar como la adicion de las areas
de (n-1) rectangulos de base igual a la unidad y altura: (h-a - gn), Vh €
[1,2,...,(n-1)]. El denominador, en este caso, es la suma de las areas de (n-1)
rectangulos de base unidad y altura: h-a, Vh €[1,2,...,(n-1)]. Si observamos lo
que representa la suma de estos rectangulos, deduciremos que el numerador
de la expresién (1) es el area comprendida entre la curva poligonal de Lorenz y
la diagonal del cuadrado, mientras que el denominador es precisamente el area
de la mitad de dicho cuadrado®.

Este indice es equivalente al anteriormente estudiado de Gini y obliga a
la realizacién del calculo de la superficie rayada de la figura, comprendida entre
la diagonal y la correspondiente curva o poligonal de Lorenz. Un valor
aproximado es el que se obtiene mediante la aplicacion de la férmula basada
en los porcentajes acumulados, que resulta muy empleada en los trabajos
practicos (FRANQUET, 1995).

6Asi pues, también el indice de concentracion de Lorenz sera tanto mas pequefio cuanto menor sea el
valor del area limitada por la diagonal del primer cuadrante y la misma curva poligonal.
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3.5. APLICACION A CATALUNA

En el Capitulo 7 de nuestro estudio, se procede a la regionalizacién del
territorio de Catalufia, esto es, a su division territorial en 7 regiones o
veguerias, utilizando como elementos componentes de las mismas las
comarcas que pudiéramos denominar "clasicas" (ya definidas hace unos 70
afios por la Generalitat republicana) o bien las "nuevas" (resultantes de la
aplicacidon de los modelos objetivos de division territorial aqui propugnados a la
realidad socioecondmica del pais imperante en los ultimos afos), que, a su
vez, han sido establecidas en el Capitulo 6.

Los resultados de dicha divisién territorial, que exponemos en este
estudio, pueden ser analizados desde el punto de vista del equilibrio territorial
de las regiones resultantes, mediante el calculo y posterior analisis de los
correspondientes coeficientes de uniformidad anteriormente establecidos.
Habida cuenta de la definicion que hemos hecho de los mismos, es posible la
obtencién de CU (coeficientes de uniformidad territorial) negativos cuando los
coeficientes de variacion -o, en definitiva, el grado de dispersion de las masas
socioeconomicas por el territorio- sean muy elevados, lo que sucedera en
territorios altamente desequilibrados.

Utilizaremos, como variable territorial cuya distribucion espacial se
cuantifica, la "densidad de poblacién" (expresada en habitantes/kmz, en el
censo del afo 1986, justamente un afo antes de la aparicion de las cuatro
leyes de organizacion territorial a las que nos hemos referido con anterioridad),
puesto que subsume, a la vez, los conceptos de poblacion y de superficie; en
caso de ser conocida, por las mismas razones, resultaria también interesante
emplear la "densidad de renta" (expresada en €/km2).

Es obvio, por otra parte, que amén de las restantes consideraciones
que ya han sido expuestas en nuestro Analisis Territorial, el "disefio" de nuevas
unidades territoriales debera tener bien presente el concepto aqui estudiado del
equilibrio territorial. Y asi, por ejemplo, debera procurarse que los nuevos
territorios resultantes -bien sea de la particion o de la divisidn geografica de una
unidad territorial mayor, o bien de la reunién o agrupacion de otras- tengan
coeficientes de uniformidad positivos (referiéndonos, generalmente, al CU,) vy,
obviamente, que éstos sean los mayores posibles.

En el caso del ejemplo catalan al que nos venimos refiriendo, sucedera
lo siguiente:
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COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD
Capitales de Regionalizaciéon con Regionalizacion con
Regiones comarcas clasicas comarcas nuevas
o Veguerias

CU1 CU3 CU4 CU1 CU3 CU4
01 Barcelona -94% | -146% - 35% - 63% -107% | -13%
02 Girona 53% 40% 64% 53% 40% 55%
03 Tarragona + 0% - 27% 22% + 0% - 27% 23%
04 Lleida 18% - 4% 34% 36% 19% 46%
05 Tortosa 48% 34% 50% 37% 20% 48%
06 Manresa 26% 6% 31% 30% 11% 40%
07 Seu d’Urgell 46% 31% 46% 36% 19% 47%
TOTAL | CATALUNA -82% | -131% -27% - 82% -131% | -27%

Tabla A-15.5. Coeficientes de uniformidad de la distribucién espacial de la variable territorial
“densidad de poblacién” de Catalufia, en el afio 1986.

Resulta curioso comprobar como la regionalizacidon efectuada con las
comarcas "nuevas" aporta el mismo grado de equilibrio territorial que el
efectuado con las comarcas clasicas. De las 7 regiones que componen el
conjunto catalan, 3 de ellas aumentan su indice de uniformidad o equilibrio
(Barcelona, Ponent y Catalunya central), 2 de ellas permanecen igual (Girona y
Camp de Tarragona) y las dos restantes pierden uniformidad (Terres de I'Ebre
y Alt Pirineu). Ello podria conducir a determinaciones correctoras de dichas
regionalizaciones; y asi, en el caso de estas dos ultimas regiones o veguerias,
podria pensarse en adoptar la regionalizacidon clasica, puesto que las dota de
un mayor equilibrio territorial, mientras que podria mantenerse la
regionalizacién con las comarcas "nuevas" en todos los demas casos.

Es digno de resaltar, asi mismo, como el fendmeno distorsionante de la
macrocefalia interviene, en el caso de Catalufa, desequilibrando el conjunto del
territorio hasta niveles decididamente preocupantes (CU1 = -82%).

4. OTRAS CARACTERISTICAS INTERESANTES DE LA DISTRIBUCION
ESPACIAL DE LAS VARIABLES TERRITORIALES

4.1. ECUACIONES DE LIGADURA ENTRE LOS COEFICIENTES DE
UNIFORMIDAD

Evidentemente, existen en la metodologia estadistica otras medidas del
grado de concentracion y/o dispersidon de las variables territoriales que pueden
emplearse eficazmente en la medida de la uniformidad o del equilibrio territorial
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(el recorrido "semi-intercuartilico", el "coeficiente de apertura”, el "recorrido
relativo", etc.), debiéndose tener en cuenta que, para distribuciones
moderadamente asimétricas, se pueden aplicar, con buena aproximacion, las
férmulas empiricas siguientes (donde Q1 i Q3 son, respectivamente, el primery
tercer cuartil de la correspondiente distribucién de frecuencias):

DM~ (4/5)c ; (Q3-Q1)/2 ~ (2/3)c

, que no son mas que consecuencias directas del hecho de que, para
distribuciones normales, se tiene que la desviacion media absoluta DM vy el
"rango semi-intercuartilico" son, respectivamente, iguales a 0,7979 y 0,6745
veces la desviacion tipica o "standard" .

Desde esta perspectiva, y para distribuciones territoriales
aproximadamente normales con suficiente numero de valores de la variable
territorial en estudio (n > 30), los coeficientes de uniformidad anteriormente
definidos pueden representarse, geométricamente, por rectas o funciones
lineales cuya variable independiente o explicativa sea el coeficiente de
variacion de Pearson CV (FRANQUET, 1990/91).

En concreto, se tendra que:

CU4 =100 (1-0,7979 - 6/X) ~ 100 - (1 -0,80-CV)
La representacion grafica sera la siguiente:
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Fig. A-15.7. Coeficientes de uniformidad en funcién del coeficiente de variacion de Pearson.
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A su vez, las relaciones que ligan entre si los diferentes coeficientes de

uniformidad territorial aqui definidos, pueden deducirse del siguiente modo:

CU, =100 (1-CV)=100-100-CV
CU, =100 (1 -0,68-CV) =100 - 68-:CV
CU, =100 (1-1,27-CV) =100 - 127-CV
Ccu, =100 (1-0,80-CV) =100 -80-CV

CU = 100(1 - 0,92-CV) = 100 - 92-CV

De donde se obtiene:

CU1 -CU3 =100 - 100CV - 100 + 127 CV = 27CV
CU3-CU4 =100 -127 CV-100 + 80 CV = -47CV
CU1-CU4 = e (27 CV -47 CV) ........ = -20CV

Se tendria que:
CU1/CU3=(1-CV)/(1-1,27-CV) ;
CuU1-1,27-CV-CU1=CU3-CV-CU3 ;
CU1-CU3=27CV=1,27CV-CU1-CV-CU3 ;
27 =1,27-CU1 - CU3 ; CU3 + 27 = 1'27-CU1 ;Y
CU1 =(CU3 +27)/1,27
Asi mismo:
CU1/CU4=(1-CV)/(1-0,8-CV) ;
CU1-0,8-CV-CU1=CU4-CV-CU4 ;
CU1-CU4 =-20-CV =0,8-CV-CU1-CV-CUg ;
-20=0,8-CU1 -CU4 ; CU4 -20 =0,8-CU1 ;Y
CU1=(Cug-20)/0,8

Si  observamos la representacion grafica adjunta A-15.8,
convergencia de ambas rectas tendra lugar para los valores:

(CU3 +27)/127=(CU4-20/08 y  CU3=CUs
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, lo que implica que, en dicho punto, tendra lugar la maxima uniformidad
territorial posible, con:

CU1 = CU3 =CU4 =100% = CU2 = cu
También se cumplira que:
CU3/CU4=(1-1,27-CV)/(1-0,8-CV) ;
CU3-0,8-CV-CU3=CU4-1,27 - CV-CUg ;
CU3-CUg=-47-CVv=0,8-CV-CU3-1,27-CV-CU4 ;
1,27 - CU4 -47 =0,8-CU3 ;y
CU3=(1,27 -CU4-47)/0,8

Las relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de
uniformidad territorial anteriormente definidos, y que ya han sido expresadas
analiticamente, pueden verse graficamente a continuacion:

Ccu,

(%)
1004

/z:-’m ) o/ % '“‘cd;.cuit'l.)f"” v % 100 >

FIG. A-15.8. Relaciones entre los diferentes coeficientes de uniformidad, para distribuciones

territoriales aproximadamente normales (1).
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El grafico anterior puede complementarse, por su elevado interés

practico, con el siguiente, que relaciona el coeficiente de uniformidad CU; con
el CU, del siguiente modo:

CU,

%) 4

& 1
ol
204

wi

"/

FIG. A-15.9. Relaciones entre los diferentes coeficientes de uniformidad, para distribuciones

territoriales aproximadamente normales (ll).

De las expresiones anteriores, se deducen las tres siguientes, hasta

completar las seis relaciones posibles entre los indices territoriales de tal suerte
definidos:

CUz=127-CU1-27 ; CUg=0,8-CU1+20

CUg = (0,8 - CU3 +47) / 1,27

Idénticas consideraciones podriamos realizar respecto aCU2y

a CU en relaciéon con los tres restantes coeficientes de uniformidad territorial
anteriormente definidos.
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4.2. AGRUPAMIENTO EN "CLASES"Y OTRAS CARACTERISTICAS DE LAS
DISTRIBUCIONES TERRITORIALES

4.2.1. Los intervalos de clase

Asi mismo, cuando el numero n de los valores de la variable territorial
analizada sea grande, lo que tendra lugar en aquellos territorios compuestos
por un numero elevado de subunidades territoriales menores, resultaran poco
manejables las tablas estadisticas que recojan todos los valores con sus
correspondientes frecuencias (FRANQUET, 1990/91). En tales casos, se
agruparan los valores de la variable en "clases", que podran ser de la misma o
diferente amplitud; una norma practica genérica pudiera ser el establecer una
misma amplitud equivalente al 10% de la observacién mayor, con lo que el
numero de clases oscilara alrededor de la decena. Cuando esto acontezca, el
calculo de la desviacion tipica necesaria para el hallazgo de los CV y de los
pertinentes coeficientes de uniformidad registrara algo de error, debido,
precisamente, al "error de agrupamiento” en clases. Para ajustarnos mejor a la
realidad, se utilizara entonces la varianza corregida, ofrecida por la
denominada "correccion Sheppard", a saber (SPIEGEL, 1981):

GC2 = 62 - c2/12

siendo c¢ la amplitud del intervalo de clase escogido y 52 la varianza de los
datos agrupados, y ello tendra lugar en distribuciones continuas donde las
"colas" van gradualmente convergiendo a 0 en ambas direcciones.

En lineas generales, veamos que un numero excesivo de "clases"
reduce las ventajas de la agrupacion, pero un numero escaso puede anular la
significacion de los datos. Respecto a la amplitud de las "clases" establecidas,
conviene observar que, en general, es conveniente sea la misma para todas;
sin embargo, esto dependera mucho de los propios datos y del objetivo final de
la distribucion territorial de la variable en estudio. En principio, si la distribucion
es mas o menos uniforme, todas las "clases" seran de igual amplitud, y si, por
el contrario, presenta grandes oscilaciones, puede ser interesante considerar
intervalos de amplitud diferente.

De hecho, la construccion de una distribucion numérica -como la
mayoria de las que elaboraremos aqui- consta de tres etapas fundamentales:
1) determinar las “clases” con sus intervalos mas procedentes, tal como ya
hemos expresado antes, en las que se han de agrupar los datos de la variable
territorial en estudio, 2) clasificar (o distribuir) los datos en las clases
apropiadas, y 3) contar el numero de casos de cada clase. Como sea que las
dos ultimas etapas son puramente mecanicas, asi como el establecimiento de
la correspondiente “marca de clase” (obtenida normalmente, a falta de mas
datos, como la semisuma de los valores extremos del intervalo de clase), nos
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fijaremos sélo en la primera. Por esto, hace falta determinar el numero de
clases asi como la amplitud del intervalo de los valores de la variable aleatoria
estadistica con la que trabajamos (poblacién, superficie, depdsitos bancarios,
...). Con ello, en términos generales, se pueden observar al efecto las
siguientes normas:

a) Pocas veces emplearemos menos de 6 6 mas de 15 clases; el
numero exacto de las mismas dependera de la naturaleza, cuantia e
intervalo que cubren los datos.

b) Siempre escogeremos las clases de manera que todos los datos
queden comprendidos.

c) Se procurara, siempre que sea posible, que todos los intervalos
de clase tengan la misma amplitud, lo que obviara la determinacién
de las “densidades de frecuencia” -que determinan la altura de los
rectangulos yuxtapuestos del histograma- para el calculo de algunas
medidas centrales de la correspondiente distribucion de frecuencias
(como la “moda”) o la representacién grafica de los histogramas.

Veamos, por ultimo, que mediante el razonamiento que sirve para definir
la “desviacion tipica o standard” como una medida de dispersion absoluta de
los valores de la variable territorial, se puede afirmar que si este estadistico
resulta pequeno, los valores se encuentran concentrados en el entorno de la
media aritmética y, ademas, si la desviacion tipica es grande, los valores estan
mucho mas esparcidos o dispersos en relacion a los centrales. Para
comprender este razonamiento sobre una base algo menos intuitiva, nos
referiremos brevemente al conocido Teorema de Tchebyshev, que expresa que
para cualquier clase de datos (poblaciones o muestras), al menos el 75%
de los datos se encuentran sobre el intervalo que se extiende a cada lado
de la media aritmética en dos veces el valor de la desviacion tipica (+ 2c).
Segun este teorema, también se puede afirmar que por lo menos el 88'8% de
los datos se encuentran dentro del intervalo de tres veces (+ 3c) la desviacion
tipica (a ambos lados de la media aritmética) y que al menos el 96% de los
mismos se hallan comprendidos dentro del intervalo de amplitud de cinco veces
la desviacion tipica (+ 50).

Precisamente, una caracteristica importante del expresado teorema de
Tchébyshev es que resulta valido para cualquier tipo de datos. No obstante, si
se dispone de alguna informacién adicional en relacién a la forma global de la
distribucion que estamos trabajando, también se pueden realizar afirmaciones
mucho mas estrictas. Por ejemplo, si una distribucion es campaniforme o
gaussiana, se puede esperar que aproximadamente el 95% de los datos (en
lugar de al menos el 75%) se encuentren dentro del intervalo + 26 y el 99% de
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los datos (en lugar de al menos el 88’8%) se encuentran dentro del intervalo +
3o. Estos porcentajes, en definitiva, corresponden a la llamada distribucién
normal, que es objeto de estudio en diversas partes de nuestro trabajo.

4.2.2. Forma de la distribucién de frecuencias

También existen otras caracteristicas de menor interés practico, que
tratan de precisar la forma de la distribucién de la variable que se estudia en
relacion con una distribucion normal. Asi, la curva de Gauss sabemos que es
simétrica respecto de la ordenada x = a (el parametro a, como ya se ha visto
anteriormente, es la media aritmética o esperanza matematica de una
distribucién normal de frecuencias) y la distribucién observada puede ser
asimétrica respecto a la ordenada correspondiente e, incluso, dicha asimetria
puede representar una mayor area bajo la curva, a la derecha o a la izquierda
de dicha ordenada; por otra parte, a la distribucibn observada puede
corresponderle un area bajo la curva mas achatada (platicurtica) o mas
alargada (leptocurtica o apuntada) que la correspondiente area de una
distribucion normal (mesocurtica); a tal caracteristica la denominaremos
kurtosis o0 medida de apuntamiento.

Todas estas caracteristicas, bien conocidas por otra parte, de una
distribucion de frecuencias originan medidas exactas si estan utilizando todos
los posibles valores de la variable territorial, es decir, si corresponden a la
poblacion o universo de datos; pero un objetivo esencial de la Inferencia
Estadistica es el de estimar dichas caracteristicas poblacionales a partir de una
muestra o subconjunto poblacional, lo que en el Analisis Territorial sucedera
s6lo en casos muy concretos de territorios para los que se manejen grandes
cantidades de datos de la variable territorial. En estos casos, las caracteristicas
de la distribucion muestral suelen ser, en general, los mejores estimadores de
las caracteristicas de la distribucion de la poblacion, pero las estimaciones que
originan han de presentarse, como sabemos, acompanadas de los errores de
muestreo y de otras medidas de naturaleza probabilistica, que permiten
apreciar el grado de confianza o fiabilidad de la correspondiente estimacion de
la caracteristica poblacional, y que no procede analizar aqui con mayor
profundidad por razones obvias (FRANQUET, 1990/91).

4.2.3. Otros coeficientes de uniformidad territorial

Veamos, por ultimo, que en base a los mismos o parecidos conceptos,
seria posible la definicion de otros coeficientes de uniformidad territorial. Y asi,
valga como ejemplo el que tendria en cuenta el valor del primer y tercer cuartil
de la distribucién de frecuencias de la variable territorial contemplada, a saber:
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Q
CU, =100 x /Q—;

que ofrecera, en el caso de una distribucibn moderadamente asimétrica
(aproximadamente normal), un valor en funcion de Q3 y de o equivalente a:

Q3 -Q1 ~40/3; esto es:

(Q3 - Q1)/Q3 ~ 45/3Q3 ~ 1- (Q1/Q3); de donde:

Q1 _ 1_(4_6)
Q3 3Q3~ »con lo que:

Q, 4 40000 -6
CU, =100- ,/ =+/10000 - [1- = 10000 - —
Q, \/ 3Q, \/ 3Q,

5. EJEMPLO PRACTICO
5.1. DATOS Y ENFOQUE DEL PROBLEMA

Sea una nacidén geograficamente determinada, constituida por 1.000
pequenas subunidades territoriales o municipios, de los que conocemos la
correspondiente densidad de renta segun datos del afio 2000, expresada en
108 ptas./km2 Los valores de esta variable territorial se hallan a é;rupadas en
ocho "clases" de la misma amplitud, concretamente: 5 x 10~ ptas. /km
constituyéndose la primera y ultima clases de la tabla en "intervalos abiertos",
ya que no se han fijado el extremo inferior de la primera y el extremo inferior de
la ultima, que corresponderian, respectivamente, a las densidades de renta
mas baja y mas alta del territorio en cuestion.

La tabla en cuestion es la siguiente:

DENSIDADES MUNICIPALES DE RENTA

L; f. simple | f.acumul. f.acumul. | f.simple | f.acumul. | f. acumul.
10° ptas./km? nj ascen. Nit? | descen. Nil fj ascen. Fi? |descen. Fjl
Menos de 150 3 3 997 0'003 0'003 0997
De 150 a 155 15 18 982 0'015 0'018 0’982
De 155 a 160 50 68 932 0'050 0'068 0’932
De 160 a 165 240 308 692 0'240 0'308 0692
De 165a 170 312 620 380 0'312 0'620 0’380
De 170 a 175 235 855 145 0235 0'855 0’145
De 1752180 108 963 37 0'108 0'963 0’037
De 180 y mas 37 1.000 0 0'037 1'000 0’000

TOTAL 1.000 [ /1] 1'000 [ /1]

Tabla A-15.6. Tabla de frecuencias municipales de la variable “densidad de renta”.
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Para interpretar correctamente dicha tabla, deben formularse las
siguientes observaciones:

a) La columna de las frecuencias simples, encabezada por nj, Vi € (1,
2, ..., 8), recoge la frecuencia absoluta de cada uno de los ocho intervalos de
clase; asi, 240 es el numero de municipios cuya densidad de renta esta
comprendida entre 160 (inclusive) y 165 x 108 ptas./km2. La frecuencia total
toma el valor n = 1.000.

b) Las frecuencias acumuladas ascendentes las hemos designado por
N;iT (i=1, 2, ..., 8) y a cada una de ellas corresponde el nimero de municipios
con densidad de renta inferior al extremo superior de la clase; asi, N4T= 308,
significa que se han hallado 308 municipios con una densidad de renta inferior
a 165 x 100 ptas./km2.

c) Las frecuencias relativas ordinarias y acumuladas ascendentes
encabezadas, respectivamente, por fi, FiT y Fil vienen determinadas por el
cociente de dividir la correspondiente frecuencia absoluta o acumulada
(ascendente o descendente) por la frecuencia total. Asi:

f4 =240/1.000 = 0'240; F4T=308/1.000=0'308; F,| =692/1.000 =
0'692

La suma de las frecuencias relativas ordinarias y la ultima frecuencia
relativa acumulada ascendente han de ser siempre iguales a la unidad, puesto
que representan la probabilidad total.

d) La representacion grafica de una tabla de frecuencias ordinarias
(absolutas o relativas), cuando la variable es continua (como es el caso de la
mayoria de las variables territoriales, que pueden tomar valores entre dos
consecutivos) esta distribuida en clases -como las de la tabla numero A-15.6-,
debe realizarse mediante un histograma de rectangulos yuxtapuestos (fig. A-
15.10), que se construye tomando como abscisas los extremos de los
intervalos y levantando sobre cada intervalo, tomado como base, un rectangulo
cuya area sea directamente proporcional a la correspondiente frecuencia
(absoluta o relativa). Si todos los intervalos de clase son de la misma amplitud
(caso de la tabla nim. A-15.6), en este caso 5 x 10° ptas./km?, la altura de cada
rectangulo es proporcional a la correspondiente frecuencia. En nuestra figura
siguiente se ha supuesto que el extremo inferior de la variable es 145 y el
superior 185 x 106 ptas./km? aunque, de hecho, los extremos inferior y
superior, respectivamente, del campo de existencia de la misma, son de 120 y
208 x 106 ptas./km?, correspondientes a los municipios de densidades
municipales de renta minima y maxima.
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Veamos que a las alturas de cada rectangulo del histograma se le
denomina “densidad de frecuencia” del intervalo considerado. En este caso, al
ser todos los intervalos de clase de la misma amplitud, las alturas de los
rectangulos yuxtapuestos coinciden con las correspondientes frecuencias
simples sin acumular n;.

Se tendria, pues, la siguiente representacion grafica:

(o] "_—r_— >

45 150 155 160 65 170 175 180 185 X  105ptas /K

Fig. A-15.10. Histograma de las frecuencias municipales.

e) La representacion grafica de una tabla de frecuencias acumuladas
ascendentes, cuando la variable se ha distribuido en intervalos de clase (figura
A-15.11), se obtiene mediante un poligono de frecuencias o diagrama
acumulativo ascendente, que consiste en unir mediante una linea poligonal
los puntos cuyas abscisas son los extremos superiores de cada intervalo de
clase (150, 155, 160, etc., en nuestro ejemplo) y cuyas ordenadas son las
correspondientes frecuencias acumuladas. En la figura A-15.11, para un valor
cualquiera de la variable territorial X, la ordenada correspondiente representa el
namero (absoluto o relativo) de municipios que tienen su densidad de renta
inferior o dicho valor de x. El diagrama suele partir de un punto de ordenada
cero cuya abscisa es el extremo inferior de la tabla (en nuestro ejemplo hemos
tomado para dicho extremo la abscisa x = 145>120); a partir del extremo
superior de la tabla (185<208, en nuestro caso) la linea es una recta paralela al
eje de abscisas cuya altura constante es la frecuencia total (n = 1.000, en
nuestro caso).

Veamos que, como regla general para formar los intervalos de las
distribuciones de frecuencia de las variables territoriales, deberiase:
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1) Determinar el mayor y el menor entre los datos registrados y asi encontrar el
recorrido o rango entre ellos (por diferencia entre ambos valores). 2) Dividir el
rango entre un numero conveniente de intervalos de clase del mismo tamainio;
si ello no fuera posible, utilizar intervalos de clase de diferente tamafo o bien
abiertos, eligiéndose de tal forma que las marcas de clase o puntos medios
coincidan con los datos realmente observados, lo que tiende a aminorar el
denominado “error de agrupamiento” que se comete en los tratamientos
matematicos posteriores. Sin embargo, los limites de clase podran no coincidir
con dichos datos reales.
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Fig. A-15.11. Diagrama acumulativo ascendente de las densidades municipales de renta.
5.2. "NORMALIZACION" DEL PROBLEMA

Una variable aleatoria que se distribuya con la funcién de densidad que
ya hemos relacionado en otras partes de este mismo trabajo, recibe el nombre
de normal debido a que la distribucion binomial, considerada en su caso limite,
es la que corresponde corrientemente o habitualmente a la mayor parte de las
variables empiricas, entre ellas las territoriales.

Desde luego, entre las muchas distribuciones continuas que se utilizan
en Estadistica y que pueden tener provechosas aplicaciones en el estudio de
las variables territoriales, tal como vemos en este mismo capitulo, la curva
normal o distribucion normal es, con mucho, la mas importante de ellas. Su
estudio data de investigaciones sobre la naturaleza de los errores
experimentales, llevadas a cabo en el siglo XVIIl. Se observaba entonces que
las discrepancias entre las medidas repetidas de la misma cantidad fisica
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mostraban un sorprendente grado de regularidad; sus aspectos (distribucién),
segun se encontro, podian aproximarse muy bien mediante un cierto tipo de
curva de distribuciéon continua, denominada “curva normal de errores” vy
atribuida a las leyes del azar. Las propiedades matematicas de este tipo de
curva de distribucidn continua y su base tedrica fueron investigadas, por
primera vez, por Abraham de Moivre (1667-1745), Pierre Laplace (1749-1827)
y Karl Gauss (1777-1855). Este ultimo fue un gran matematico aleman que, con
sus brillantes aportaciones sobre las geometrias no euclideanas, hizo posible la
aparicion de las ciencias formales.

La importancia de la distribucion normal radica, en primer lugar, en que
son muy numerosas las variables aleatorias que la siguen, resultando
adecuada para describir la distribucién de muchos conjuntos de datos. En
efecto, numerosas medidas fisicas, datos meteoroldgicos, caracteristicas
biolégicas, variables economicas y sociales, etc., siguen la ley normal, asi
como también aparece en muchas investigaciones teoricas. En segundo lugar,
como consecuencia del teorema del limite central, que establece que la suma
de un numero elevado de variables aleatorias converge a una distribuciéon
normal, sea cual sea la distribucién de estas variables. Ademas, en ciertas
condiciones, las distribuciones discretas pueden ser substituidas por
distribuciones normales, lo que simplifica notablemente los calculos
correspondientes. Hay que tener mucho cuidado, en fin, al suponer que un
determinado conjunto de observaciones se puede aproximar por una
distribucion normal, pues sera necesario realizar una comprobacion previa.

Como se sabe, la curva normal tiene forma de campana extendida
indefinidamente en ambas direcciones, positiva y negativa, siendo asintotica en
relacion al eje de abscisas. Rara vez es necesario extender las colas de la
curva normal muy lejos de la media, porque el area comprendida bajo la curva
y el eje horizontal que queda a mas de cuatro o cinco desviaciones tipicas de la
media aritmética o esperanza matematica resulta insignificante para la mayoria
de los fines practicos y, entre ellos, los propios del Analisis Territorial. Debe
tenerse en cuenta que no todas las distribuciones acampanadas simétricas en
relacion al eje de ordenadas son distribuciones normales, y las palabras
distribucion normal refiérense al hecho de que el area bajo la curva se
distribuye de una manera determinada.

Una importante propiedad de la curva normal es que esta
completamente determinada por su media y su desviacion tipica. Es decir, la
ecuacion matematica de dicha curva es tal que se puede determinar el area
existente bajo la curva entre dos puntos cualesquiera del eje horizontal si se
conoce el valor que adoptan ambos parametros, aunque en la practica dichas
areas se obtienen valiéndose de tablas especiales elaboradas al efecto. Por
otra parte, la probabilidad o frecuencia relativa con que una variable territorial
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tomara valores entre dos puntos es el area bajo la curva comprendida entre los
dos puntos del eje horizontal.

Si se representa graficamente esta funcion (Fig. A-15.12)),
encontraremos que esta definida para todos los valores de x (desde -« hasta
+00) y con las siguientes propiedades:

a) Solamente existe la curva para valores positivos de las
ordenadas.

b) El eje de abscisas 0X es una asintota de la curva.

c) Existe un maximo para el punto x = a.

d) Es creciente hasta el maximo y después es decreciente.

e) Existen dos puntos de inflexién: para x = a-c y para x = a+c.

f) Es cdédncava hacia la region positiva del eje 0Y, para -0 <X < a-c y
para a+c < X < +wo y coOncava hacia la region negativa del eje de
ordenadas en el intervalo: a-c < x < ato.

I
|
l
I
I
I
l
l
I
I
I
(04

ol\

-0 Xi Xe
Fig. A-15.12. Area bajo la curva normal entre los puntos x; y x,

Dentro de la ley normal los valores mas préximos a o son mas
frecuentes que los mas alejados de a. La utilizacién e interpretacion de esta
funcidn para Gauss puede verse a través de un ejemplo como el siguiente:
supongamos que se efectuan 1.000 estimaciones de la densidad de renta de
un municipio determinado, cuyo valor verdadero es de 168 x 106 ptas./km?; en
este caso se dice que o = 168 ptas./km® Las medidas efectuadas se
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acumularan en mayor proporcion alrededor de o cuanto mas proximas estén a
dicho valor y serdn menos frecuentes cuanto mas alejadas se encuentren de a.

El parametro ¢ esta relacionado con la precision de las mediciones
realizadas al medir el parametro a. Si se hace igual a la unidad el area
comprendida entre la curva y el eje de abscisas y se supone que las
densidades municipales de renta estimadas que han estado comprendidos
entre los valores xi y X» representan el diez por ciento de las 1.000
estimaciones realizadas, el area rayada de la Fig. A-15.15. debe ser igual a
0’10. También sabemos hoy que el area comprendida entre la curva, el eje de
abscisas y las ordenadas x = a-c y X = a+c corresponde, aproximadamente, al
64 por ciento del area total. Por lo tanto, ya tenemos un significado del hasta
ahora desconocido parametro o: cuanto menor sea el valor de o (que se
denomina desviacion tipica o standard en la terminologia estadistica) seran de
menor cuantia los errores que se cometen al estimar la densidad de renta a; es
decir, si la estimacion de la variable territorial es mas perfecta o si es mas habil
la persona encargada de medirla, ¢ sera un numero menor que en el caso
contrario.

La funcion de densidad normal o la funcion de distribucién normal son
dos modelos matematicos inspirados por la conocida “ley de los errores” o ley
de Gauss. Pues bien, la Estadistica ha incorporado a su metodologia —como un
modelo probabilistico esencial- esta ley de Gauss con el nombre de funcion de
densidad normal. Si y = f(x) es dicha funcion de densidad, se puede definir a
partir de ella la denominada funcion de distribucién normal F(x), tal que:

F(x) = jf(x)-dx ,

y dicha integral impropia de primera especie significa que a cada valor de x
corresponde un numero F(x) determinado por la probabilidad de que la variable
territorial tome un valor menor o igual a x.

Las areas comprendidas bajo la curva normal y el eje de abscisas
representan probabilidades. En estas condiciones, la probabilidad de que la
variable x tome un valor comprendido entre x; y Xy, vendria dada de la
siguiente forma, aplicando la propiedad de la aditividad del intervalo de
integracion:

1014



ANEXO 15

P.(X; <x<X,)=F(Xx,)-F(x,)= XJ.zf(x)-dx - Xff(x)-dx = XJ.zf(x)-dx =

X, (x-a)?
:j L e 2 xdx——
x, ON 27 6'36 x271
X,  (x-168'325)°
=0063x [e % xdx

X1

X, (x-168'325)°
a2
e 2636°  (dx =

1

es decir, como la ultima integral permite conocer el area rayada de la Fig. A-
15.12., dicha area representa la probabilidad de que la variable x = Q (que en el
Calculo de Probabilidades es una variable aleatoria o estocastica, en lugar de
una variable estadistica) tome un valor comprendido entre x1 = Q1 y X2 = Q.

En el caso de que la Tabla anterior correspondiera a 1.000 mediciones
distintas de una misma densidad de renta (en lugar de corresponder a las
densidades de renta medidas en 1.000 municipios distintos), la distribucién de
frecuencias determinada por las columnas encabezadas por "108 ptas./kmz" y
por "fi" presentaria una imagen empirica de una funcién de densidad normal. Si
los resultados se hubieran obtenido a partir del modelo matematico, en lugar de
constituir una observacion de la realidad, para: x1 = 165 y x2 = 170, se tendria
que:

170
[ 7 fx)ax = 0312

Conocidas la media y la desviacion tipica se pueden tabular las areas
bajo la curva normal.

En realidad, para a = 168 (media aritmética de aquella distribucion de
frecuencias) y para s = 6'36 (desviacion tipica) se tiene que:

170
[ ™ fx)dx = 0303 |
165

cuya diferencia: 0'312 - 0'303 = 0'009 es una medida de la discrepancia
existente entre la realidad y el modelo tedrico que ha sido considerado y para la
clase particular "de 165 a 170".

Las areas comprendidas entre menos infinito y x son los valores de la
funcion de distribucidon para cada valor de la variable territorial x.

De la misma manera, la distribucion de frecuencias determinada por la
primera columna de la Tabla A-15.6. y la encabezada por F;T, constituyen una
imagen empirica de la funcion de distribucion normal que venimos
considerando. En este caso, los resultados empirico y tedrico, para x = 170,
serian, respectivamente:
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170 ] 170
I_m f(x) dx = 0'620, y también: Im f(x) dx = 0'622

que implicarian una discrepancia absoluta de 0'002 y relativa del 0°’32% entre el
valor tedrico y el correspondiente valor observado, que resulta ser francamente
baja.

5.3. CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION TERRITORIAL

5.3.1. Medidas centrales o promedios

Comenzaremos, como es habitual, por el calculo de los diferentes
promedios o valores de la distribucion de la variable territorial "densidad
municipal de renta". Para ello, y a partir de la tabla inicial, elaboraremos la
siguiente:

TABLA DE CALCULOS DE LA DISTRIBUCION DE DENSIDADES MUNICIPALES DE RENTA

n,. log x, logx, | {10°ptos./Km?) | x n, X . N, Nt x2.n, n/x
6'506 | 21687920 | Menos de 150 | 147'5 3 442'5 3 6526875 | 0020
32'749 | 2'1832698 | De 150 a 155 152'5 16 2.287'5 18 348.843'76 | 0'098
109864 | 2'1972806 | De 155 a 160 167'5 50 7.8750 68| 1.240.312'50 | 0'318
§30'605 | 22108534 | De 160G 165 | 1625 | 240 | 39.0000 | 308| 6.337.50000 | 1477

693'893 | 2'2240148 | Be 165a 170 167'5 312 | 522600 | 620 8.753.550'00 | 1'863
525'645 | 2'2367891 | De 170 175 172'6 235 | 40.537'5 | 855 6.992.718'75 | 1'362

242'913 | 2'2491984 | De 175 ¢ 180 1776 108 | 19.1700 | 963| 3.402.675'00 | 0'608
83'667 | 22612629 | De 180y mds | 182'5 37 6.752'6 {1.000| 1.232.331'25 | 0'203
2225842 [ ////1// | TOTAL 117 1000 (168.3250 | ///]|28.373.20000 | 5949

Tabla A-15.7. Célculos aucxiliares de la distribucién de densidades municipales de renta.

* Media Aritmética: a partir de los correspondientes resultados se
tiene que (distribucion conjunta):

. h
X =>x;-n,/n=0=168.325/1.000 =168.325.000 ptas./km*

i=1

que constituye la media aritmética o esperanza matematica de la distribuciéon
de frecuencias de la variable territorial analizada.

Por otra parte, y por lo que se refiere a la determinacién de otros
promedios o medidas centrales de esta distribucién de frecuencias, veamos
que, a partir de la primera columna y de la encabezada por NiT (ver las tablas
A-15.6. y A-15.7.) se obtienen los siguientes resultados promedios (como N;jT=
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500 esta en el intervalo del 165 a 170, en él se encuentra la mediana o
segundo cuartil):

* Mediana: Me = 165 + (500-308) / 312 x 5 = 168 x 109 ptas./km?

que se halla situada en el punto de interseccion de los diagramas acumulativos
ascendente y descendente, por definicién.

*21.er cuartil: Q1 = 160 + (250-68) / 240 x 5 = 164 x 105
ptas./km

*23.9Ir cuartil: Q3 = 170 + (750-620) / 325 x = 173 x 105
ptas./km

Es decir, entre los municipios integrantes de la nacidon en estudio, la
mitad de ellos tienen una densidad de renta inferior a 168 x 106 ptas./km?, la
cuarta parte, una densidad de renta inferior a 164, otra cuarta parte, mas de
173 y entre las densidades 164 y 173 se encuentran el 50% de aquellos
municipios.

Otros promedios interesantes serian:
* Moda: Mo = 165 + (235 / 240+235) x 5 = 167'47 x10° ptas./km?

* Media cuadratica:

8
C=.2x*-n In=+28373200 / 1000 =16844 x10° ptas./km’
i=1

* Media geométrica:

8 8
G =1/ x" =antilog. ¥ n, -log x, /n =
i=1 i=1

= antilog 2.225'842/ 1.000 =168'2062 x10° ptas./km?,

* Media armonica:
8
H=n/Y.n /x, =1000 /5'949 = 168'0955 x 10° ptas./km?,
i=1

Desde luego, las cuatro medias aqui estudiadas quedan ordenadas con
arreglo a su magnitud del modo siguiente:

armonica < geomeétrica < aritmética < cuadratica

(H = 168'0955) < (G = 168'2062) < (X = 168'3250) < (C=168'4435)  (*)

1017



UNIFORMIDAD Y EQUILIBRIO DEL TERRITORIO

De hecho, la relacion matematica existente entre las medias aritmética,
geomeétrica, cuadratica y armonica, para una misma distribucion de frecuencias
con todos sus datos positivos, debe cumplir la monotonia ascendente:

H<G< X <C

En efecto. Consideremos el caso mas sencillo de una distribuciéon con
dos valores de la variable con frecuencias unitarias y que con dichos valores
pueden calcularse los cuatro promedios antedichos:

Ho 2 _ 2 :2x1x2
T,1 %% X
Xl X2 X1X2

G=XX,

= X +X, X2 +x2

2 2

Vamos a demostrar en primer lugar que H < G, o sea:

2X X,

< AX X
12
X, +X,

Elevando al cuadrado los miembros de la anterior desigualdad y
operando:

AXZX2 <X X, (Xy +X,)% 5 AX X, < (X, +X,)?
AX X, S X2+ X2 +2X,X, ; 0< X2+ X5 -2X,X,
2
OS(Xl_Xz)

Con lo que queda demostrado que H < G. Por otro lado G < X ya que:
X, + X
XX, < % D AX X, < (X, +X,)?

Con lo que se tendra que:
0<(xq— X2)2

Por tanto, queda demostrado que H < G < X . Por ultimo, teniendo en
cuenta la relacidon que liga la media cuadratica con la aritmética y la varianza,
esto es: C? = X2+ o2, se deduce que: X < C, como se queria demostrar.

Esta demostracion puede generalizarse para cualquier numero de
valores de la variable territorial en estudio. En cualquier caso, la demostracion
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de la ultima desigualdad también puede realizarse analiticamente a partir de la
definicion de ambas medias:

<Xt X oL [x2 +x2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
Y& X] + X5 + 2X,X, _C2:x1+x2:x1+x2+x1+x2

4 2 4 4
2 XPHXE XX, |, o2 XPHXE XX,
= + ; C° =X = — :
4 2 4 2

Obsérvese que esta diferencia de fracciones debe ser necesariamente
positiva o nula. En efecto, se trata de comparar las expresiones:

X2 +X2  2%X,
4 4

, 0 mas concretamente sus numeradores, o sea:

x? +X2 y 2x,X,. Como se tiene que el cuadrado de una diferencia
ofrece:

2 2 2 2 2
(X, = X,)" =X +X; =2%X, 20 = X; +X; 22XX,,

con lo que también: C2> X", y ademds: X< C , ¢.s.q.d.
5.3.2. Medidas de dispersidén o concentracion

Por lo que se refiere a la desviacion tipica o "standard", como medida
de la dispersion absoluta de la distribucidn por el territorio de nuestra variable
territorial, veamos que su valor vendra dado por:

5 =+/C? — X2 =+/168'44% —168'33? = 6'36 x 10° ptas./km 2,
y un coeficiente de variacién de Pearson (medida de dispersion relativa) de :
CV =/X=635x10% /168'32x 100 ~ 0038 = 3'8% .
Recorrido intercuartilico:
Qs- Qi = 173 - 164 = 9 x 10° ptas./km?,
Recorrido semi-intercuartilico:
(Qs-Q1)/(Qs+Qq)=9/ (173 + 164) = 0'02671,

es decir, que en ambos casos, la medida de dispersion empleada viene a
representar solo alrededor del 3% del correspondiente promedio. Desde luego,
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ello indicaria que el grado de uniformidad y equilibrio del territorio que
nos ocupa resulta francamente elevado. En efecto, los coeficientes de
uniformidad anteriormente definidos, tomaran, en este caso, los
siguientes valores:

[CU1 =100-(1-CV) =100-(1-0'038) = 96'2%
JCU3 =100-(1-127-CV) =100-(1-127-0'038) = 952%
CU, =100-(1-0'80-CV) =100-(1-0'80-0'038) = 97'0%

debiendo considerarse también que:
CU, =(Q, /X)-100 = (16379 /168'32) - 100 = 97'3%

, Si bien otra determinaciéon del mismo coeficiente de uniformidad territorial
conduciria al valor:

CU2 =100 (1-0'68 - CV) =100 (1 - 0'68 x 0'038) = 97'4% ,

cuya pequefa discrepancia (+0'1%) con el resultado anterior débese al propio
ajuste de normalidad, o bien al proceso de calculo decimal.

Veamos, por ultimo, que el "coeficiente de uniformidad territorial
medio", ofrecera un valor de:
aJ =100(1-0'92-CV) =100 (1-0'92 x 0'038) = 96'5% ,

mientras que también:

Q, 16379
CU, =100- |—"=100- = 97'4%
Q, 17277

La representacion grafica de los valores de los diferentes coeficientes de
uniformidad hallados, en definitiva, es la siguiente:

COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD (%)

98

97,5 1

97
96,5 -
96 |
95,5 -
95 |
94,5 -
94 ‘ ‘ ‘ ‘ —
cu1 cu2 cu

CU3,| 020 Cu4 CU5
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Fig. A-15.13. Valores de los diferentes coeficientes de uniformidad.
5.3.3. Otras caracteristicas de la distribuciéon espacial

Por lo que se refiere a las restantes caracteristicas de la distribucién
espacial de la variable territorial "densidad municipal de renta", veamos que
una de la asimetria o sesgo la constituye el denominado "primer coeficiente de
asimetria de Pearson":

X-M, 168'32-167'47
s 6'36

P, = =0134~0 ,

luego se trata de una distribucion practicamente simétrica.

También podriamos calcular el "segundo coeficiente de asimetria de
Pearson", a saber:

- ~ 3:(168'32-168'08)
2 G - 6'36

=0113 ,

o bien por el "coeficiente de sesgo cuartilico", de valor:

Q,-2Q,+Q, 17277-2.16808+16379
Q,-Q, 17277 - 16379

=0045 ,

que conducen, en todos los casos, a conclusiones similares. Cabe observar, no
obstante, una ligera asimetria o sesgo hacia la derecha, puesto que: P{>0,
P2>0 y también:

X = 168’32 > Me = 168’00 > Mo = 167’47

Asi mismo, se elaborara la siguiente tabla:

n, X -168 | (x-168)°n, | (x-168)'n, | 1x-1681n
3 -20'6 - 25.844'4 529.810'2 61'6
16 - 156'6 - 556.851'2 865.693'6 232'6
50 - 105 - 57.881'3 607.753'6 5250
240 -8'% - 39.9300 219.615'0 1.320'0
312 -0'5 - 39'0 19'5 1560
235 4'5 21.414°6 96.365'7 1.057'5
108 9'5 92.596'5 879.666'7 1.026'0
37 14'5 1128000 1.635.600'0 536'6
1.000 1117 47.2652 4.834.524'3 49180
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8

2

i=1
Tabla A-15.8. Tabla auxiliar de calculo.

De los resultados de la tabla anterior, se deduce que el momento
central (respecto a la media aritmética) de tercer orden es:

m, = 47'2652

por lo que se tendra un "coeficiente directo de asimetria" o "coeficiente de
sesgo de Fisher" de:

3
g,=m,/c =47'2652/6'36% =018 |

que confirma la existencia de una distribucion aceptablemente simétrica (en
curvas simétricas como la normal, se cumple que: g, = g+? = 0).

Por otra parte, m, = 4.834'56243 (momento central o respecto al origen
de 4° orden) y, por tanto, se tendra un “coeficiente de curtosis o apuntamiento
de Fisher” de:

4
g,=(m,/c )-3=(4.834'5243/6'36%)-3=295-3=-005~0 ,

lo que permite asegurar que la distribucion es mesocdrtica y
aproximadamente normal (la curva normal tiene: g, = 0).

Veamos, asi mismo, que la anterior tabla auxiliar de céalculo A-15.8, en
su ultima columna, nos permitira el calculo de otra medida de dispersion
absoluta a la que ya nos hemos referido con anterioridad: la desviacion media
respecto a la media aritmética (que sera minima con respecto a la mediana), a
saber:

Yl -Xn,
DM = % =4.915/1.000 =4'915~4c/5 =

=4-6'36/5="5'088

Este valor de la DM (5°088 x 106 ptas./kmz) en la presente distribucién
agrupada de frecuencias, conducira a una determinacibn mas ajustada vy
directa del valor del coeficiente de uniformidad territorial CU4, a saber:

CU4 =100 - (1-4'915/168'325)=97'08 %

practicamente coincidente con el anteriormente calculado mediante
procedimientos indirectos.
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5.3.4. indice de Gini y curva de Lorenz

Para la determinacion de dichos items, es necesaria la elaboracion de la
siguiente tabla de calculos auxiliares:

Li Xi N Qi=xini | Ni 100 XN 100 o ai DG
n zxi'ni

<150 |1350 3 4050 0’3 024 03| 0724] 0706
150-155 | 152'5 15| 22875] 15 136 18| 1'60| 020
155-160 | 157°5 50| 7.8750| 50 4767 68| 627| 053
160-165 | 162'5 240  39.000°0| 2470 23'12 30°8| 29739| 1741
165-170 | 167°5 312| 522600 3172 30°97 62'0| 60'36| 1'64
170-175 |172°5 235| 40537°'5| 235 24703 85'5| 84'39| 1'11
175-180 | 177°5 108| 191700 10°8 11°36 96'3| 95'75| 0'55
>180 | 194°0 37| 7178°0| 37 4725 100 100| 0°00
S n= Q= , ) )
; 1000 | 1687130 | 100% 100% 383'5| 378°0| 5'50

Tabla A-15.9. Calculos auxiliares para la determinacion del indice G.

En este caso, al objeto de precisar mejor los calculos, los valores de la
primera y ultima marca de clase: x4 = 1350 x 108 ptas./kmzy xs = 194’0 x 100
ptas./kmzse han estimado teniendo en cuenta los valores extremos: Qp = 120’0
x 108 ptas./km2y Q. = 208’1 x 108 ptas./km?

Asi pues, segun la férmula dada por Pulido, el valor del indice de Gini,
en este caso, sera de:

i

(pi _qi) !

G=12_— =20 _ 0229
Zp' 2835

Habida cuenta del bajisimo valor del indice obtenido, podemos
afirmar que la distribucién de las densidades municipales de renta por el
territorio estudiado es casi perfecta desde el punto de vista estadistico.

La correspondiente curva poligonal de Lorenz apenas se separa de la
diagonal o bisectriz del primer cuadrante, dado el bajisimo valor del indice de
Gini ya obtenido, por lo que obviaremos su representacion grafica, a efectos
practicos.

5.3.5. indice de Williamson
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En nuestro caso, como ya es sabido, la variable territorial en estudio es
la densidad de renta municipal. Por ello, la férmula pertinente, en relacién al
namero de municipios, vendra dada por la expresiéon (FRANQUET, 1990/91):

8 Q 2 n
Z(i—QJXi
i\ N, n n .
W, =|— Vie(,2,...8)
’ Q/n
Esto es:
8 ( 168J713)
2: X; — xf;
= 1.000 _
168'713
_ \/(135‘0-168'713)2 x0'003+ (1525 -168713)* x 0015+ (157'5-168'713) x 0'05+
168713
\/+ (1625—-168713)% x 024 + (167'5-168'713Y x 0'312+ (1725 -168713)* x 0235+
168713
\/+(177'5-168'713)2><O'108+(194'0—168'713)2><O'037 ~ [5873 _ 059
168713 168'713

que, como era de esperar, resulta ser muy bajo.

5.3.6. indice de concentracion de Lorenz

En el caso que nos ocupa, veamos que un valor aproximado de este
indice es el que se obtiene mediante la aplicacion de la formula basada en los
porcentajes acumulados, que se emplea comunmente en los trabajos practicos.
Aqui, la férmula correspondiente explicada en epigrafes anteriores de este
mismo capitulo de nuestro trabajo, tomara la configuracién simplificada (con n =
8y agn = 100):

7

7

9 EZQi §:qi

L=1-2x2 1=
7 100 350

El resultado que ofrece la aplicacion de la férmula anterior es el
siguiente, teniendo en cuenta, como ya se ha dicho, que resulta necesario
ordenar los valores de la variable territorial en estudio de menor a mayor, para
la aplicacion correcta de la formula, asi:
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Xi Qi
024 024
1'36| 1’60
425 585
467| 10’52
11'36| 2188
23'12| 4500
24'03| 6903
3097 | 100°00
8
> | 10000| 254’12
i=1

Tabla A-15.10. Ordenacion creciente de los porcentajes acumulados de las densidades
municipales de renta.

A esta distribucion de probabilidad le corresponde, pues, el indice de
Lorenz:

_, 15412

L
350

= 0’56

5.4. AJUSTE A UNA DISTRIBUCION NORMAL
5.4.1. La hipo6tesis de normalidad y el estadigrafo X2

La distribucidon que venimos estudiando de la variable territorial
"densidad municipal de renta", en la nacion considerada, se ajusta muy
aceptablemente a una distribucién normal. De este modo, la distribucion tedrica
de las densidades municipales de renta vendra dada, como ya se ha visto, por
la funcién de densidad normal:

(x-168'325)?

y =(1/6'36-/21)-e o082

Pese a que existen muchas de ellas, la distribucién normal o de Gauss
es, sin duda, la mas importante y la de mas provechosas aplicaciones
territoriales de entre todas las distribuciones tedricas de probabilidad de tipo
continuo. No obstante, hay que tener mucho cuidado al suponer que un
determinado conjunto de observaciones de variables territoriales se puede
aproximar con suficiente exactitud por una distribucidn normal, pues sera
necesario llevar a cabo una comprobacién previa.
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Mediante los métodos adecuados de la Estadistica Matematica, seria
posible justificar la bondad de este ajuste contrastando la hipétesis de
normalidad mediante el empleo del estadigrafo XZ de Pearson, tal como ya se
realiza en algun otro apartado de esta misma tesis doctoral. En la fig. A-15.14
se ha representado graficamente la funcion anterior. En realidad, tal
representacion significa el ajuste de una funcién de densidad normal a la
distribucion de las densidades municipales de renta observadas. Utilizando una
tabla de la distribucion normal, podemos obtener las areas de las superficies
que estan limitadas por la curva normal, el eje de abscisas y las ordenadas en
los extremos o limites de los intervalos de clase. Dado que, como es bien
sabido, dicha area total es igual a la unidad, resultara que cada una de ellas
expresa la probabilidad pj de que la variable territorial "densidad de renta" tome
un valor perteneciente al correspondiente intervalo de clase.

Para proceder al ajuste es necesario transformar los valores
observados de la variable territorial (en este caso representados por el limite
superior Lj de cada intervalo de clase) en valores tipificados o "estandarizados",
lo que se consigue restando de cada Lj la media 168 (columna 22 de la Tabla
A-15.11) y dividiendo dicha diferencia por la desviacion tipica 6'36 x 108
ptas./km2 de la distribucion observada (3% columna), al objeto de poder
emplear las tablas de la distribucion normal, obtenidas para una distribucién de
media aritmética o esperanza matematica o = 0 y desviacion tipica ¢ = 1.

FRECUENCIA

ORDINARIA

FREC.; FREC.
ABSOL | REL.{%)
5204320

2% 1256 /

24224

A\l

Bo+ 160

L. /

”»%
T e
2

\

b4 2 8 $ 3 E g

LIMITES DE INTERVALOS DE CLASE

-]

N

170

Fig. A-15.14. Distribucidon campaniforme o gaussiana de la variable territorial.
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AJUSTE DE UNA DISTRIBUCION NORMAL A LA DE “DENSIDADES DE RENTA"
L;-168
L L;-168 t= o6 P Pi 1; n;
150 -18 -2,817 0,002 0,002 ‘ 2 3
155 -13 ~2,034 0,021 0,019 19 15
160 -8 -1.252 0,105 0,084 84 50
165 -3 -0469 0,319 0,214 214 240
170 2 0313 0,622 0,303 303 312
175 7 1,095 0,864 0,242 242 235
180 12 1878 0,971 0,107 107 108
= " - 1,000 0,029 29 37
O
i 1.000 1.000

Tabla A-15.11. Ajuste de una distribucién normal a la de “densidades municipales de renta”.

Las areas bajo la curva normal se obtienen como diferencia entre los
valores correspondientes de la funcion de distribucion. A partir de estos valores
tipificados se puede emplear la Tabla de la Distribucion Normal, calculando
mediante las oportunas interpolaciones, en su caso, los valores P, tales que:

-2'817 , -20034 '
P, :f-m ftydt=0002 ; P, :j_w f(t)dt =0'021 ;etc.,

siendo:
t=Z2=(x-0)/o

La diferencia entre dos Pj consecutivas determina las probabilidades pij
de que la variable territorial tome un valor comprendido entre Lj-1 y Lj, de tal
manera que:

p1=P;=0002 ;
p2 = P, - Py =0021-0'002 = 0019 ; etc.

Las frecuencias tedricas son proporcionales a las correspondientes
areas bajo la curva normal. Distribuyendo la frecuencia total, n= 1.000 en
nuestro caso, proporcionalmente respecto a las probabilidades pi, se obtienen
frecuencias tedricas Ti, que corresponderian a las densidades municipales de
renta observadas si dicha variable territorial se ajustara exactamente al modelo
tedrico de la distribucién normal. En nuestro ejemplo, las discrepancias entre
los valores observados ni y los tedricos Ti son lo suficientemente pequefas
como para que pueda aceptarse la hipétesis de que la variable territorial sigue
una distribucion normal, a pesar de la determinacion que realizaremos a
continuacion.
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En cualquier caso puede realizarse, como ya se ha apuntado, un
contraste de la bondad del ajuste utilizando el estadigrafo X2 de Pearson, con
(n-1) grados de libertad, a saber:

puesto que V Tj > 5, a excepcion del correspondiente al primer intervalo de
clase L1, ya que T1 =2 .

De este modo, se tendra un valor del estadigrafo:

, (3-2?% (15-19)> (50-84)> (240-214)° (312—303)2+

X = + + + +
2 19 84 214 303
235-242)> (108-107)®> (37 —29)2
+( ) +( ) +( ) =20'95
242 107 29

El valor de X2 con: 8-1 =7 g.l., para una probabilidad del 5% es 14'067
< 20'95, luego se rechaza la hipoétesis nula y, en su consecuencia, el ajuste o
asimilacion a una distribucién normal sera sélo orientativo, pero no aceptable
estrictamente.

5.4.2. Determinacion y fiabilidad del coeficiente de correlacién no lineal

Podemos, no obstante, calcular el coeficiente de determinacién o critico
del ajuste anterior, a partir de la siguiente férmula de la varianza residual:

s? =%='T:255'5 , Sh=12617
) sz 255'5
R =r :1— 2 = 1— 20'980 ’
s: 12617

lo que implica un coeficiente de correlacion de:
r=+ + 0980 =+ 0'990

gue resulta suficientemente aceptable, razén por la que aceptaremos como
valido el presente ajuste normalizado.

Por otra parte, y por lo que se refiere a la fiabilidad del coeficiente de
correlacion hallado r, definimos la variable aleatoria:

z=12-In[(1+1)/ (1-1)] ; eZ=[(1+r)/(1-r)] ;

conp=0990 y n=38.
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Se trata de determinar un intervalo de valores entre los que puede
razonablemente esperarse (con una probabilidad del 95%) que se encuentre r,
con media:

1+p 199
In71 In ;
w,=——P 001 _5g47
2 2

y desviacion tipica:

El intervalo sera:
Z=mz + 2-s57=2'647 + 0'894 =3'541 y 1'753 ,
valores eéstos que corresponden, respectivamente, a: r, =0'998 y r, =0'942 .

Asi pues, puede afirmarse que la probabilidad de que se cumpla la
desigualdad: 0'942 < r < 0'998, es del 95%.

Aunque la relacion precedente simplifique, de modo notable, el problema
de determinar la exactitud de r como estimador de p, tiene la desventaja de no
ser fiable si las dos variables analizadas no poseen una distribucién normal
conjunta. En su consecuencia, a menos que se esté bastante seguro de que
estas variables tengan tal distribucion -por lo menos con buena aproximacion-
no debe confiarse grandemente en los resultados obtenidos.

5.4.3. Distribucion exponencial

También se le suele llamar distribucibn exponencial negativa
(FRANQUET, 2003).

Diremos que una variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una
distribucion exponencial de parametro a, siendo aeR y a > 0, si su funcién
de densidad es:

F(x) = a-e , VX>0
0 , Vx<0

Abreviadamente lo indicaremos por:
X — Exp(a)

Constituye un caso particular de la distribuciéon teérica de probabilidad
‘gamma” I'(a,a) que se presenta cuando: o = 1, circunstancia que da lugar a
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esta “distribucion exponencial’. O sea, se tiene la siguiente funcion de
densidad:

e-x/ﬁ
, Vx>0

fx) =5 B
0 Vx <0

En nuestro caso, asimilamos: = X = 168'713 x 108 ptas./km2 (media
aritmética de la distribucion o esperanza matematica de la misma), con lo que:

(x) = 1 ,e'168'713

168713

Asi pues, si se trata, por ejemplo, de saber la probabilidad de encontrar,
en esta nacion, un municipio de densidad de renta inferior a 160 x 106
ptas./kmz, el problema estriba en calcular la integral definida:

-X

160 @ 168713 {t = x/168'713 }
-dx =

F(x <160) = [
dx = 168'713 - dt

135168'713

(haciendo el correspondiente cambio de variable)

0'95 0'95

= [ etdt=-e* [ =-e 7 +e™ =045-039 = 006 = 6%

resultado éste que diverge algo del que se deduce de la tabla anterior, donde
corresponderia el 6'8%, como se puede comprobar. De hecho, Ila
determinacion del grado de exactitud del ajuste de la distribucion anterior a la
distribucion tedrica exponencial se habria de contrastar mediante un test de
hipétesis % con (k-1) grados de libertad, siendo k el nimero de pares de clase
comparados. En nuestro caso, tendriamos que:

Xj

e "168713 5'93

ei = 168l713 n= eXi/168'7l3 ;

Obviamente, el valor del estadigrafo es:

que resulta ser elevado e inapropiado, habida cuenta del caracter descendente
de esta distribucion tedrica de probabilidad, que no se corresponde con la
realidad del caso practico cuya resolucibn nos ocupa, con lo que, la
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discrepancia entre los valores teoricos (propios de la distribucion exponencial) y
los reales es bastante grande, y haria falta buscar una distribucion mejor,
circunstancia que excede las pretensiones de nuestro problema, ya que X20’95
(56 g.1.) =11'07, en el caso de escoger una region critica del 5%.

5.4.4. Correccién por agrupamiento en "clases”

Veamos, por ultimo, que por haberse realizado, en este ejemplo
practico, un agrupamiento en clases o intervalos de amplitud: c= 5 x 10
ptas./km“ de los valores de la variable territorial analizada (la "densidad
municipal de renta"), procede aplicar la correccion de Sheppard para la
determinacidon de la desviacion tipica mas ajustada de los datos del problema
(SPIEGEL, 1981). Esto es:

2 _ 2 i_ ' 2 ' i_ ' 1 1
;=0 ~ 5= 168'44° —168'32 - 2" 38'33 (varianza corregida)

o, =+ 38'33x10"* =619x10° ptas./km? (desviacion tipica corregida),

que légicamente, resultan ser de alguna menor cuantia que en la primera
determinacién efectuada. Ello podria obligar a una ligera revision de los
calculos posteriores en los que se haya hecho intervenir a la expresada medida
de la dispersién espacial de los valores de la variable territorial estudiada.

‘;

(*) Por lo que se refiere a las caracterizacion del valor central, veamos que G. Udny
Yule, estadistico inglés, en su "Introducciéon a la Teoria de la Estadistica", ha precisado las
condiciones que debe cumplir una buena caracterizacion del valor central de una serie. En
resumen son las siguientes:

a) La caracteristica del valor central debe ser definida objetivamente a partir de los
datos de la serie, sin que haya lugar a intervenir ninguna apreciacion del estadistico.

b) Debe depender de todas las observaciones de la serie, a ser posible. Sefialemos
que, no obstante, hay veces que se plantea el problema de decidir si debe tenerse en cuenta
una observacion que es notablemente distinta de todas las demas de su conjunto o si puede
ser rechazada por considerar que tal observacion tiene caracter excepcional debido a algun
factor extrafio a la serie como, por ejemplo, un error de observacion.

c) Debe tener, en la medida de lo posible, una significaciéon concreta, sencilla y facil
de comprender. Si se tiene en cuenta que muchos de los valores centrales de las series han de
ser utilizados por personas poco familiarizadas con la Estadistica, se comprende la preferencia
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gue en la realidad se ha dado a la media aritmética como caracteristica del valor central de que
goza esta propiedad, de una interpretacion sencilla.

d) Debe ser de calculo facil y rapido.

e) Debe ser poco sensible a las fluctuaciones del muestreo. Frecuentemente las
observaciones se efectian, no sobre el conjunto completo de elementos a estudiar, sino sobre
una parte de éstos que reciben el nombre de muestra. Las observaciones hechas sobre los
elementos componentes de la muestra constituyen la serie estadistica de la cual se determina
el valor central. Es evidente que "a priori" no puede asegurarse que el valor central
correspondiente a la muestra adoptada coincida con el valor central que se obtendria si se
hiciese una serie estadistica que abarcase todo el conjunto completo de elementos a estudiar,
ni que coincidan siquiera con los correspondientes a distintas muestras que se eligiesen al
azar. Ahora bien, dado que en la practica se procede casi siempre por muestreo, conviene que
la caracteristica elegida del valor central sea de tal naturaleza que dicho valor central sea
sensiblemente el mismo para las distintas muestras. (Conviene hacer notar que esta eleccioén
del valor central sélo sera posible cuando se conozca la ley de distribucion del fenémeno en
estudio; la variacion del valor central y de otros estadisticos en las distintas muestras entra de
lleno en la parte de la Teoria Estadistica conocida por la denominacién de Teoria de las
Muestras).

f) Debe ser adecuada a los calculos algebraicos posteriores. Se comprende
facilmente la importancia de tal condicién con sélo pensar en el caso muy frecuente de tratar
de determinar el valor central que corresponde a una serie global resultado de reunir varias
series estadisticas parciales.

De entre las cuatro medias expresadas, se ve inmediatamente que la aritmética es la
que mejor reune las anteriores condiciones de Yule, si bien ni ella ni las otras tres proporcionan
indicacién alguna acerca de la reparticiéon de los datos de la series o de sus posiciones
respectivas ni sobre las desviaciones de unos respecto a otros. Se limitaran a condensar todos
los datos de la serie en uno solo, la media, como sintesis de todos ellos.

En particular, las medias aritméticas (X) y cuadratica (C) dan mucho relieve a los
elementos grandes de la serie y, desde luego, la segunda todavia mas que la primera. Por el
contrario, las medias geométrica y armonica destacan la influencia de los valores pequefios y
reducen la influencia de los valores grandes, lo que habra que tener bien presente en los
estudios de Analisis Territorial.

Recordemos, por ultimo, que las medias deben calcularse a partir de datos
homogéneos y numerosos, condiciones ambas inherentes a toda buena estadistica en
materias territoriales (FRANQUET, 1990/91).
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